TEMA 2: ELECCION BAJO INCERTIDUMBRE!
20 de octubre de 2015

Sea C = {cy,...,c,} un conjunto de sucesos. Una loteria sobre C' es un vector
L= (p1,...,pn) ER" tal que p; > 04 =1,2,....,ny > p;i = 1. Por tanto,
L=(p1,...,pn) € A" 1 ={peRY :p1 +---+p, = 1}, el simplex de dimension
n — 1. El espacio de loterias es £ = A"~

Dadas las loterias Li,...,Lr € L y las probabilidades «aq,...,a; > 0 con a; +

-+« 4+ ap = 1, definimos la loteria compuesta (L1,...,Lg;a1,...,ax) como la
loteria cuyo sucesoi = 1,2,...,k es la loteria L; con probabilidad «;, 1 =1,2,... k.
La loteria reducida asociada a L = (Ly, ..., Lg;a1,..., k) €s

a1l 4+ -+ aplg € A

Ejemplos

Supongamos que hay una relacién de preferencias > completa y transitiva,
definida sobre £. Vamos a estudiar propiedades razonables que una relacion de
preferencias > deberia satisfacer.

H1: Axioma de continuidad: Se dice que = es continua si para cada L1, Lo, L3 €
L, los conjuntos

{OJ S [O, 1] calq + (1 — OJ)LQ > Lg}
{a €[0,1]: Ly = aly + (1 — a) L2}

son cerrados.

= Implicaciones del axioma de continuidad.

Observacion 1. Una consecuencia del axioma de continuidad es la siguiente. Su-
pongamos que existen dos loterias Lo, L1 € L tales que para toda otra loteria L € L
se verifica que

Li =L =L

(es decir, Lo, y L1 son, respectivamente, la peor y la mejor loteria). Entonces, para
cada loteria L € L, existe un nimero real ay, € L tal que

L~aply+ (1 — OtL)LO
H2: Axioma de independencia: La relacion = satisface el axioma de independen-
cia si para cada Ly, Lo, Ly € Ly 0 < a < 1 se verifica que
Ly > Lo alq + (1 — Oz)Lg = als + (1 — Oé)L3

= Justificacion intuitiva
= Comparacion con preferencias sobre consumo

Proposiciéon 2. Supongamos que la relacién de equivalencia sobre loterias = sa-
tisface H2. Entonces para cada Ly, Lo, L3, Ly € Ly 0 < a < 1 se verifica que

1. L1 > Lo <:>aL1+(1—a)L3 - CYL2+(1—CY)L3.

2. Ly~ Ly & aly + (1 — a)L3 ~ ol + (1 — a)L3.

3. S1L; = Lo y Ls > L4, entonces a1 + (1 — Oé)L3 = alo + (1 — Oé)L4.

IEstas notas son una adaptacion para esta clase del libro de A. Mas-Collell, M.D. Whinston y
J.R. Green: Microeconomic Theory. Capitulo 6.
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Demostraciéon
1. Supongamos L; > Lo, entonces Ly = Lo y, por H2, se verifica que al; +
(1—a)Ls = aLy+ (1 —a)Ls. Veamos que la preferencia es estricta. En caso
contrario, tendriamos que alq + (1 — @)L3 ~ aLs + (1 — ) L3, con lo que
alLa+(1—a)Ls = aLi+(1—a)Ls y por H2, entonces tendriamos que Ly > L
lo que contradice la hipotesis. Por tanto, aL; + (1 —a)Ls = aLs+ (1 —«)Ls.
(<) Supongamos oLy +(1—a)Lg = aLa+(1—a)L3. Por H2, tenemos que
Ly > Ly. Denuevo si Ly ~ Lo entonces Lo »= Ly y por H2, alo+(1—a)Ls =
ali 4+ (1 — a)Ls que contradice la hipotesis. Por tanto, Ly > Lo.
2. (=) Supongamos que L ~ Ly. Entonces Ly = Ly y Lo = Lp. Por H2
tenemos que

ali+(1—a)ly = als+ (1 —a)L
aly+(1—a)ls = al;+ (1 —a)L
de donde aLy + (1 — a)Ls ~ als + (1 — a)Ls.
(<) Sial; + (1 —a)Ls ~ aly+ (1 —a)Ls, entonces aLy + (1 — a)Lg =
aly+ (1 —a)Lls y als + (1 — a)Ls = al; + (1 — a)Ls. Aplicamos H2,
obtenemos que

3
3

Ly = Lo, Ly = Ly

por lo que Ly ~ Lo.
3. Supongamos Ly > Lo y L3 > L4. Utilizando H2 y el apartado (1) de la
proposicion tenemos que

OlLl —+ (1 — Oé)L3 b OZLQ + (1 — Ol)Lg
y
aly+ (1 —a)ls > als+ (1 —a)Ly
Por transitividad, aL; + (1 — «)L3 > aLg + (1 — «) Ly.
Definicion 3. Una funcion U : L — R sobre loterias es una funcion de utilidad
esperada del tipo de von Neumann-Morgenstern si ezisten vy, vs,...,v, € R
tales que
Up1,---Pn) = v1p1 + v2pa + -+ + Unpp
En este caso U se llama una funcion de utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern.

Proposicion 4. Una funcién de utilidad U : £ — R estéd en forma de utilidad

esperada si y solo si U(E?Z1 a;L;) = Z?Zl a;U(Lj) para todo conjunto de loterias
Ly,...,Ly € L y ntumeros reales (aq,...,ax) > 0 tales que Z?:l aj =1

Demostracién: Supongamos que U : £ — R es una funcién de utilidad esperada
del tipo de Von Neumann-Morgenstern de la forma

U(pi,---,pn) = 01p1 + vapa + -+ + vppy
Consideremos las loterias Ly, ..., Ly € L y las probabilidades (a1,...,a;) > 0
tales que Z?Zl a; = 1. Supongamos que

Li=(pl,....p}) =1,k

Entonces,

k
Y ;L= (p1,...,pn)
j=1



con

por lo que

Reciprocamente, supongamos que U(Z?Zl a;L;) = 25:1 a,;U(L;) para todo
conjunto de loterias Ly,..., Ly € L y ntmeros reales (aq,...,ax) > 0 tales que
Zle a; = 1. Consideramos las loterias

er =u(1,0,...,0)
es =u(0,1,0,...,0)

y definimos

vn, = ul(ey)

Dada una loteria L = (p1,...,p,) podemos representarla como

k
L=) pje
j=1

por lo que

k k
UL)=> piU(e;) =Y _pjv;
j=1 Jj=1

Teorema 5 (Teorema de la utilidad esperada). Sea > una relacion de preferencias
en el espacio de loterias £. Entonces, = admite una representacién por una funciéon
de utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern si y solo si satisface los axiomas
de continuidad e independencia.



Demostracion (=) Supongamos que > admite una representaciéon por una fun-
cion de utilidad
U(pr,---»Pn) = v1p1 + vapa + -+ + vy
y vamos a comprobar los axiomas H1, y H2.
En primer lugar comprobamos el axioma de continuidad. Consideramos las
loterias

Ly=(p1,---,pn),  Le=(q1,-- @),  Ly=(r1,...,m)

Entonces,
UaLi + (1 —a)Ls) =Y (ap; + (1 - a)g;) v; =
j=1
n n
ad (pj—a)vi— Y v
j=1 j=1
U(Ls) = Tjvj
j=1
por lo que

{a€0,1]:ali+ (1 —a)ly = L3} ={ac[0,1]: u(als + (1 — a)La) > u(Ls)}
:{aE[O,l]:aZ(pj Zq]—&—r] v;}

que es un intervalo cerrado.
Ahora comprobamos el axioma de independencia. Consideramos las loterias

le(pla-“,pn)v L2:(q17~~'aQn)7 L; = (rla"'arn)
y 0<a<1.SiL = Lo, entonces U(Ly) > U(Lsy) es decir

n n
> _piu; =Y azus
j=1 j=1

por lo que
n n n
@y pju;+(1-a) Z >a) qui+(1-a)) rju
j=1 =1 j=1 j=1

es decir,
ali+(1—a)Lls > aly+ (1 —a)Ls
y reciprocamente, por lo que se verifica el axioma de continuidad.

(<) Ahora suponemos que se verifican los axiomas de continuidad e indepen-
dencia y tenemos que construir una funcién de utilidad de la forma

U(Plau-,pn) =V1p1 + Vap2 + -+ UpPn

que representa a las preferencias.
Para simplificar la demostracion, vamos a suponer que existen dos loterias Lg, L
tales que
Lo L=1IL
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para toda loteria L € L. Notemos que si Ly ~ Ly entonces todas las loterias son indi-
ferentes y es suficiente tomar la funcion u(L) = cte, por lo que podemos suponer que
Ly > Lg. Vamos a dividir la demostraciéon en varios pasos: los lemas 6, 7, 8, 9, y 10,
a continuacion.

Lema 6. SiL> L'y o€ (0,1), entonces L = oL + (1 —«a)L’ = L.

Demostracion: Como L = L', aplicando el axioma de independencia, tenemos
que
L=aL+(1-a)L=alL+(1—-a)l' =all+(1—a)l' =1L
Lema 7. Sean a, § € [0, 1]. Entonces, SL; + (1 — 8)Lo > oLy + (1 — @)Ly si y solo
sifg > a.

Demostracién: Supongamos que a > . Como,

Lo<ali+(1—a)lo <pL1+(1—-8)Lo <L

Vemos que BL; + (1 — 8)Lg esta en el segmento que une Ly + (1 — )Ly con

L1, ya que, tomando v = f:—g € [0,1] tenemos que
BL1+ (1 —B)Lo =~L1 + (1 —v)(aL1 + (1 — B)Lo)
Como, por el lema 1, tenemos que Lo < L1 + (1 — ) Lo < L1 se sigue que
ali+(1—a)Lo <~vL1+ (1 —7)(ali + (1 = 8)Lg) =
=pLi+(1—-B)Ly < Ly

Reciprocamente, supongamos que oLy + (1 —a)Lg < fL1 + (1 —8)Lg. Queremos
probar que a < . Supongamos que no es cierto, es decir a > 5. Si a = 3, entonces
aly + (1 —a)Ly ~ BL1 + (1 — a)Lg, que no es posible. Por tanto, « > 3y, por el

argumento anterior, «l1 + (1 —a)Lg > SL1 + (1 — ) Ly. Contradiccion. Por tanto,
a <.

Lema 8. Para cada L € £, existe un tnico ay, € [0,1] tal que oo, L1 + (1 —ap) Lo ~
L.
Demostracién:
1. Existencia: Los conjuntos
A={a€0,1] :al1+(1—ar)Ly~ L}
y
B={aec[0,1]: L > al;+ (1 —-a)L}
son cerrados, AU B = [0,1]. Ademéas A # (), B+# () yaque Ly € A, Ly € B.
Como el intervalo [0, 1] es convexo, se verifica que A N B # (). Claramente,
siaa € AN B, entonces L ~ aL; + (1 — a)Ly.

2. Unicidad: Si o, 8 € AN B con a > f3, entonces, por el lema 2 se verificaria
que al; + (1 —a)Lg = BL; 4+ (1 — B)Lo; por lo que no es posible que
LNOéL1—|—(1—Oé)L0yLNﬁLl—f—(l—ﬁ)LO

Lema 9. Definimos U : £ — [0,1] como U(L) = ar, donde ap, L1 + (1 — ap)Lg ~

L.Entonces, U es una representacion de .

Demostracion: Sean L, L' € L; entonces L = L’ siy sélosi ap Ly + (1 —ap)Lo =
ar Ly 4+ (1 —ap/)Lo y por el lema 2, esto es equivalente a oy, > apr. Por tanto, U
representa a .



Lema 10. La funcion de utilidad U definida en el lema 4 es lineal.

Demostracion: Sean L, L’ € L. Entonces L ~ apLi + (1 —ap)Loy L' ~ ap +
(1 — /) Lo. Aplicando el axioma de independencia tenemos que

BL+ (1 —B)L ~B(apLi + (1 —arp)Lo) + (1 — B)(ar L1 + (1 — ar L) =
= (Bap + (L= Blap )L+ (B—arf+ (1= B)(1 —ar)) Lo =
= (Bar+ (1 —pBap)Li + (1 — Bar — (1 — Bar) Lo
Por tanto,
U(BL+ (1= B)L') = par + (1 - Par
= pU(L) + (1= BU(L)

Ejemplo 11. Supongamos que hay 4 sucesos {a,b,c,d} y quea = b = c = d. Si las
preferencias, = del agente verifican los axiomas de continuidad e independencia,
entonces podemos encontrar una funcion de utilidad de la forma

w(p1, P2, P3,Pa) = P1U1 + P2v2 + P3v3 + Pavy

que representa a las preferencias >=. Una forma de determina una de las funciones
u que verifican esto es la siguiente: Definimos v1 = 1, vy = 0. Para determinar vy
y v3, utilizamos el axioma de continuidad y encontramos 0 < oy, o < 1 tales que

b~ apvr + (1 — ap)vg = apoy

¢ ~ av+ (1 —ac)vy = acv
Elegimos ahora vo = ap y v3 = Q. la funcion de utilidad

w(p1,p2,P3,p4) = V1 + appa + acp3

representa las preferencias >.

Observacion 12. En el ejemplo anterior, llamando

u(a) vy
u(b) = w9
u(e) = wvs
u(d) = md

es facil comprobar que se verifica

u(a) — u(b) _l-a u(a) — u(c) -
u(b) — u(d) ap u(c) — u(d) Qe

es decir, estos cocientes estdn determinados por oy, a.. Como ay, . dependen sdlo
de las preferencias del agente y no de la representacion de preferencias, estos co-
cientes coinciden para todas las funciones u, de tipo Von-Neumann-Morgenstern,
que representen a las preferencias. (Aunque si la representacidn no es del tipo Von-
Neumann-Morgenstern estos cocientes si dependen de la representacion,).




Ejemplo 13. La paradoja de Allais.

LOTERIA 1B
LOTERIA 1A
Premio | Probabilidad
Premio | Probabilidad IM e 89 %
1M e 100% 0e 1%
5M e 10%
LOTERIA 2A LOTERIA 2B
Premio | Probabilidad Premio | Probabilidad
0e 89% Oe 90 %
IM e 11% 5M e 10%

Ejemplo 14. La paradoja de Ellsberg.
Una urna contiene 300 bolas, 100 de ellas son rojas y el resto (200) son azules
o verdes.

= Loteria A: Se saca una bola al azar y recibes 1.000 euros si (y sdlo si) la bola
es roja.

» Loteria B: Se saca una bola al azar y recibes 1.000 euros si (y solo si) la bola
es azul.

» Loteria C: Se saca una bola al azar y recibes 1.000 euros si (y sdlo si) la bola
NO es roja.

= Loteria D: Se saca una bola al azar y recibes 1.000 euros si (y solo si) la bola
NO es azul.

Ejemplo 15. Efectos “framing”.
EXPERIMENTO 1

Espana se prepara para la aparicion de una enfermedad inusual que se espera
produzca la muerte de 600 personas. Se han propuesto dos programas alternativos
para combatir la enfermedad. Las consecuencias de cada uno de ellos son:

= Programa A: Se salvan 200 personas.

= Programa B: Con probabilidad 1/3 se salvan 600 personas y con probabi-
lidad 2/3 no se salva nadie.

EXPERIMENTO 2

Espana se prepara para la aparicion de una enfermedad inusual que se espera
produzca la muerte de 600 personas. Se han propuesto dos programas alternativos
para combatir la enfermedad. Las consecuencias de cada uno de ellos son:

= Programa C: Mueren exactamente 400 personas.

= Programa D: con probabilidad 2/3 mueren 600 personas y con probabilidad
1/3 no muere nadie.



= Aplicaciones del Teorema de la utilidad esperada. Ejemplos.

Observacion 16. Justificacion del Axioma de independencia.

Supongamos que un agente tiene unas preferencias tales que L >~ Ly, L = Lo
pero, no verifica el axioma de independencia y, para algin 0 < o < 1 tenemos que
ali+ (1 —a«)Lls > L.

En ese caso, podemos hacer lo siguiente: Le regalamos la loteria L. A continua-
cion y antes de jugar la loteria L, le pedimos una cantidad positiva por la posibilidad
de intercambiarla por la loteria oLy + (1 —«)Ls. El agente acepta para una cantidad
suficientemente pequenia, ya que oLy + (1 — )Ly > L.

En el primer paso de la loteria oLy + (1 — «)La, el agente obtiene, o bien la
loteria L1 o bien la loteria Lo. Antes de jugar la loteria obtenida le pedimos una
cantidad positiva por la posibilidad de intercambiarla por la loteria L. El agente, de
nuevo acepta para alguna cantidad, ya que prefiere L. En este momento, el agente
ha pagado dos veces y vuelve a estar como al principio, con la loteria L.

1. LOTERIAS SOBRE DINERO Y AVERSION AL RIESGO

1.1. Integral de Riemann-Stieltjes: Ahora vamos a estudiar una forma de
escribir las funciones de utilidad

uw(p1,...,Pn) = U1p1 + Uopa + - + UnDp

que es al mismo tiempo valida cuando hay un continuo de posibles estados. Dada
una loteria L vamos a escribir la funciéon de utilidad anterior como

—+oo
(L) = / o(z) dF(z)
—0o0
donde F' es la funcién de distribucion de la loteria L. La idea bésica es utilizar
integracion por partes.
Recordemos que si Z es una variable aleatoria y

F(z) = prob{y : Z(y) < «})
es la funcién de distribucién deZ, entonces se verifica que

= F(z) es no decreciente

» F(z) es continua por la derecha: limg_,,4 F'(z) = F(p).

s lim, , o F(z)=0.

s limy,q00 F(z) = 1.
Utilizando estas propiedades podemos calcular la féormula de integraciéon por partes
para calcular la integral de Riemann-Stieltjes

b
/vdF
a
b
/ udF:uF|g—/v’th
a

en el caso en que v sea un funciéon derivable.

como



Observacion 17. Si la funcién v es integrable y la funcién F' tiene una derivada
continua entonces,

tLbUdFtLbeﬂW@ﬁdz

Observacion 18. Si la funcion F es constante en el intervalo [a, b] y la funcion v
tiene una derivada continua en un intervalo abierto que contiene al intervalo [a, b],
entonces,

b
/vdF:()

Observacion 19. Supongamos que la funcién v tiene una derivada continua en un
intervalo abierto que contiene al intervalo [a, b]. Sea a < ¢ < b. Definimos

1a<
Flz) = m S?a_x<c
n Sie<x<b

Entonces

LiﬂF:v@ﬂn—m)

Ejemplo 20. Consideremos la loteria L de la figura
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1
1/4
1/2
4
1/4
6

La funcion de distribucion se calcula facilmente y es

0 <1
1/4 1<z<4
3/4 4<x<6

1 r>6

F(z) =

entonces

b b
/ v(t)dF(t) = v(b)F(b) — v(a)F(a) — / o (8)F(t)dt

Supongamos b > 6 a < 1. Entonces F(b) = 1, F(a) = 0 por lo que

/abv(t)dF(t):v(b)—/al /1411 KU'(t)F(t)dt—/:v’(t)F(t)dt
u(b)i/14 ! iAGU dtf/v’(t)dt
=u<b>—§<v<4)—v<1>> 2(0(6) — o(4)) — (0(8) — v(6))
:30(1)4—%@(4)4—%@(6) (L)

Proposicion 21 (Desigualdad de Jensen). Supongamos que F' es una funcion de
distribucién y v es concava. Entonces,

/abv(t)dF(t) < (/b tdF(t))

Reciprocamente, si se verifica que

/abv(t)dF(t) < </b tdF(t))

para toda funcion de distribucion F' tal que F(a) = 0, F\(b) = 1, entonces, v es
concava en el intervalo [a, b].

En la proposiciéon anterior, se permite que a = —o0, b = 00



11

1.2. Aversion al riesgo. A partir de ahora, supondremos que los agentes tienen
preferencias sobre loterias monetarias determinadas la manera siguiente: El agen-
te tiene una funcion de utilidad creciente v(t), sobre cantidades monetarias .
Suponiendo que se verifican las hipotesis del Teorema de la Utilidad Esperada, la
funcién v induce una preferencia sobre loterias,

donde F es la funcion de distribucién de la loteria. A la funcién v(¢) le llamaremos
la funcién de utilidad de Bernoulli. Supondremos que v es creciente y derivable.

Definicién 22. Un agente v(t) es averso al riesgo si

para todas las loterias F'.

Definiciéon 23. Dada una funcién de Bernouilli v y una loteria F', el equivalente
cierto, ¢(F,v), se define por la ecuacion

o(c(F,v)) = / T w)dF()

— 00

Proposicion 24. Consideremos un agente con funciéon de utilidad de Bernouilli
definida por v(t). Entonces, las afirmaciones siguientes son equivalentes :

1. El agente es averso al riesgo
2. v(t) es concava
3. ¢(F,v) < [ tdF(t) para toda loteria F.

Demostracién: La proposiciéon se ilustra en el siguiente grafico.

©



12

v(b) — VX
v(u(F))
 ((F)
v(a)
a  oF) ) o

La equivalencia entre (i) y (ii) es la desigualdad de Jensen. Veamos que (i) < (iii).
Sea F' una loterfa, entonces v es averso al riesgo <> [~ _v(t)dF(t) < v( [~ tdF(t))

& v(c(F,v)) < o([T_tdF(t) < co(F,v) < [0_tdF(t), ya que v es creciente.

Definicién 25. Un agente es

1. favorable al riesgo si [*°_v(t)dF(t) > v([~_tdF(t)) para toda loterfa F.

v(x)
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2. neutral al riesgo si [~ v(t)dF(t) = v([°._tdF(t)) para toda loteria F.

v

a WP =cF) b

Ejemplo 26. Un agente averso al riesgo tiene una riqueza inicial de w, pero puede
perder D u.m. con probabilidad 7. Puede comprar un seguro a un precio unitario
de ¢, por unidad monetaria asegurada. Determinar la cantidad de seguro comprada
por el agente.

Solucion: La situacion del agente esta representada en la Figura siguiente.

La riqueza esperada es (1 — m)w + n(w — D) = w — wD. La Figura
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muestra la situacion que ofrece el seguro por cada unidad monetaria asegurada, por
lo que si el agente comprara o unidades del seguro, se encontraria en la situacion
siguiente

w-aqgq-D+a

En este caso, la riqueza esperada es (1 — 7)(w — agq) + 7(w —ag — D + a) =
w—nD + a(r — q). El seguro es actuarialmente justo si esta esperanza coincide
con la esperanza sin seguro, es decir, si ocurre que

w—7mD=w—7D+ alr —q)

o lo que es lo mismo, si ¢ = 7. Supongamos que se verifica esto. En este caso, la
situacién para la empresa aseguradora es la siguiente
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aq

aq

aq-o
Por lo que su ganancia esperada es
(1 =maq+7(aqg — o) = alqg— )

que es 0 si y sblo si ¢ = 7, es decir si y s6lo si el seguro es actuarialmente justo.
Tomando ahora g = 7, tenemos que, desde el punto de vista del agente, la situacion
es

w-am -D+a

Supongamos que el agente tiene utilidad esperada
U(a) =1 —m)v(w—ar) + mv(w —ar — D + «)

siendo v una funcion creciente y concava (porque el agente es averso al riesgo). La
funcion v es la utilidad del agente en cantidades monetarias. El problema del agente
es

max (1 —m)v(w—an)+mv(w—ar —D + «a)
s.a. a>0
y la condiciéon de Kuhn-Tucker es
(1 —m)v (w—a*n) + (1 —m)m'(w —a*r — D +a*) <0

con igualdad si a* > 0.
Puede ocurrir que o = 07 En este caso, tendriamos que

7(1—m)v (w— D) < 7(1 —7)v'(w)
y como v’ > 0, esto es lo mismo que
v'(w — D) <v'(w)
. Como v es concava (y por lo tanto v’ es decreciente) deducimos que

w—D>w



16

lo cual no es posible (si D > 0). Como llegamos a una contradiccion, concluimos
que o* > 0 y la condicién de primer orden se reduce a
v'(w—a*r) =0 (w—a*t — D+ a)

es decir w — a1 = w — a7 — D + a*. De donde, la cantidad de seguro comprada
es
a*=D
Notemos que el agente se asegura completamente, es decir con o* = D su situa-
ci6én es la siguiente

w-mD

El consumo es el mismo en todos los estados posibles. No hay riesgo. Un agente
averso al riesgo hara esta elecciéon,cuando sea posible.

Ejemplo 27. Demanda de un activo con riesgo: Se considera que un activo
es un derecho a unos pagos estipulados (positivos o negativos) en el futuro. Supon-
gamos que un agente averso al riesgo puede elegir entre dos activos. Un activo sin
riesgo, que paga una unidad monetaria en cada estado de la naturaleza y un activo
con riesgo, que identificamos con un loteria, cuya funcion de distribucion es F'(z).
Suponemos que

/zdF(z) >1

es decir, el pago esperado con el activo de riesgo es mayor que con el activo seguro.
Probar que el agente, compra una cantidad positiva del activo con riesgo.

Solucion: Supongamos que la riqueza inicial es w. Sea « la cantidad de activo de
riesgo que compra y (3 la cantidad de activo seguro que compra. Supongamos que
el precio de ambos activos es 1. Entonces, la restricciéon presupuestaria es

a+f=w
y la riqueza esperada es [(az + 8)dF(z). La funcién de utilidad del agente es

V(a,8) = [ vlaz+ g)aF()
(Suponemos utilidad esperada). El problema de eleccion de la cartera es
mix V(a,p)

sa. at+f=w
a,>0
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Sustituyendo 8 = w — «, el problema anterior es equivalente a
max /v(az —a+w)dF(z)
sa. 0<a<w

Sea la funcion ¢(a) = [v(az — a + w) dF(z). Derivando la funcién objetivo ¢,
obtenemos

o' (a) = /(z — v (az — a+w)dF(2)
o (a) = /(z —1)%0"(az —a+w)dF(z) <0

porque (z — 1)2,v” < 0 (ya que v es concava). Vemos que la funcién objetivo es
concava, por lo que las condiciones de primer orden son suficientes para determinar
la solucién del problema. Estas condiciones son

P'a*)=0 si0<a"<w
o' (a*) >0 sia® =w
) <0  sia*=0
Puede ocurrir que o = 07 Veamos qué pasaria si a* = 0. En este caso, ten-
driamos que

#0) = [z = 10w dre)
= (w) /(z —1)dF(2)

— '(w) (/zdF(z) - 1) <0

de donde, [zdF(z) <1, ya que v'(w) > 0.

Pero esto contradice que [zdF(z) > 1, como habiamos asumido. Por tanto,
a* > 0. El agente averso al riesgo aceptaria una cantidad positiva de riesgo, si el
pago esperado del activo de riesgo es mayor que el pago del activo seguro.

2. MEDIDAS DE AVERSION AL RIESGO

Sea un agente con preferencias v(x) sobre cantidades monetarias. Definimos los
coeficientes de aversién

1. absoluta al riesgo de Arrow-Pratt : Ra(z) = —1;/,/((;)) = Ra(z,v)
2. relativa al riesgo : R,.(x) = —331;/,/((;) = R,(x,v)

Observemos que un agente v(z) es:
= averso al riesgo < v es concava < v’ <0 < Vo, Ra(z) > 0.
= neutral al riesgo< v/ =0 < Va, Ra(z) = 0.
= favorable al riesgo & v’ > 0 & Va, Ra(z) <O0.

Ejemplo 28. Calcular el coeficiente de aversion absoluta al riesgo de la funciéon de
utilidad v(z) = —e~** con a >0

Solucién: v'(x) = ae=%, ;0" (z) = a?e~** por lo que
,U//(x)

v'(z)

=a>0

Ra(z,v) = Ra(x) = —
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En este caso se dice que el agente presenta aversion absoluta al riesgo constante.

Ejemplo 29. Calcular el coeficiente de aversion relativa al riesgo de un agente con
funcion de utilidad v(z) = (1 — €)z7¢, ;€ > 0.
Solucién: v'(x) = (1 —€)2x7¢, v"(x) = —e(1 — €)?z <!
Por tanto,
v (z)  e(l—e)?axt
v'(z) (1 — €2z
En este ejemplo, decimos que el agente presenta aversion relativa al riesgo cons-
tante.

R, (z) =— r=€e>0

2.1. Interpretacion de la aversion absoluta al riesgo.

Proposicion 30. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ra(x,v3) > Ra(z,v1)Vz € R

2. Existe una funcioén v creciente y concava tal que va(z) = 1(v1(z)) para todo
z € R. (Es decir vg es “méas concava’ que v1)

3. Si para alguna loterfa F'y algtin Z € R, tenemos que

/ vy dF > v3(7)

entonces también se verifica que

/7)1 dF > 1}1(55')
4. ¢(F,v3) < ¢(F,v1), para toda loteria F'.

Nota 1: En cualquiera de los casos de la proposicién anterior, se dice que vy es
mas averso al riesgo que vy .

Nota 2: El equivalente cierto ¢(F,u), de una funciéon de utilidad v respecto una
loteria F' se define como el tnico namero real ¢(F,u) € R, que verifica

v(e(F,u)) = /v(x)dF(:c)

Observemos que un agente es averso al riesgo, si y solo si

o(F,u) < / 2dF(z)

para toda loteria F. Ya que, como v es creciente, tenemos que

o(F,u) < /xdF & v(e(F,u)) < v(/xdF) o /U(x) dF < v(/xdF)

Ejemplo 31. Supongamos que en el ejemplo 27 hay dos agentes aversos al riesgo
V1, V2. Supongamos que v es mas averso al riesgo que v;. Probar que v; compra
mas cantidad del activo de riesgo que v;.

Solucion: Sean

p1(a1) = /vl(alz —a; +w)dF(z)

pa(ag) = /02(0122 —ag +w)dF(z)
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Y sean af, o las cantidades de activo riesgo, demandadas por los agentes (res-
pectivamente) v1, v9. Supongamos que son soluciones interiores.Entonces, igual que
en el ejemplo 2, tenemos que

0=ilal) = [ (= Dflafz - of + w)dF(:)

0= gh(af) = / (2 - 1)vh(agz — of +w) dF (2)

(Suponemos que ambos tienen la misma riqueza inicial).

Como vy es mas averso al riesgo que v, existe una funcion i creciente y concava
(es decir, ' > 0y ¢ es decreciente) tal que ve(x) = ¥(v1(x)). Utilizando la regla
de la cadena,

py(az) = %ﬂl/w(vl(azz —ay +w))dF(z)

= /(z — 1) (v1(aoz — ag + w))v](agz — as + w)dF(z)

Vamos a probar que @5 (af) < 0. En primer lugar, observamos que, como ¢} (o) =
0, entonces

/(z — 1)) (afz — o +w)dF(z) =0

Analizaremos ahora el signo de

dlan) = [ e — D) (wn(atz — a +w)l(aiz - af +w) dF(2)
~ [ e - 0¥ (utats - af + wit(afs - af + wyar )+

" /OO(Z = D' (vi(afz — o] +w))vi(ajz — af +w)dF(2)
1

Llamemos A al primer sumando y B al segundo. Observemos ahora que, como
1) es concava y vy es creciente, entonces 1’ es decreciente y la funcion
2z —r ' (v1(afz — of + w))

es decreciente en Z.
Vemos que si z < 1 entonces

Y (vi(aiz —af +w)) > ¢ (vi(afz — af + w))lo=1 = ¢ (v1(w)) > 0
Entonces, si z < 1 (y por tanto z — 1 < 0) se verifica que
(z = D' (n(aiz — af + w))vi(afz — af + w) < (z = D' (vr(w))vi(afz — af + w)

y vemos que
A< / (2 — ! (1 ()0l (o 2 — @ + w)) dF (2)
0

) / (2 - 10} (a}z — of +w) dF(2)
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Anéalogamente, si z > 1, entonces, ' (v1(afz — af + w)) < ¥ (vi(afz — af +
w))|,=1 = ¥(v1(w)) y como z — 1 > 0, vemos que

B = /OO(Z — D' (v1(afz — of +w))v)(afz —af +w)dF(2)
1

<) | e - D0tz — af +w)dF(2)

Por tanto,

ps(a]) =A+B< 1//(01(10))[/0 (z = Dvi(ajz — o] +w) dF(2)+
+ /100(2 — 1)) (afz — of +w)dF(2)] =

~ ) | T~ Dotz —af +w) dF(z) =
— /(01 (w)) ¢ (a}) = 0

Concluimos que vh(af) < 0 = ¢h(ad) y como ¢f es decreciente (porque ¢f),

concluimos que aj > a3.
Es decir, el agente mas averso al riesgo compra menos del activo de riesgo que
el otro agente menos averso al riesgo.

Ejemplo 32. Consideremos un agente con funcion de utilidad v(z) sobre cantida-
des monetarias y preferencias

v(F) = /v(z) dF(z)

sobre loterias. Supongamos que puede elegir entre dos activos
(i) un activo de riesgo con precio unitario ¢ y que paga r(z) u.m. por unidad de
activo, segun el estado que ocurra.
(i) un activo sin riesgo con precio unitario 1 y que paga R u.m. por cada activo
comprado, independientemente del estado que ocurra.
Es decir, si el agente compra « unidades del activo (i) y 8 unidades del activo
(ii), entonces
paga aq + 3
recibe r(z)a + Rf si ocurre el estado Z.

Por tanto, dado que el agente tiene una riqueza inicial w elige a y § = w — aq
que maximizan

/U(r(z)a + RB)dF(z) = /v(r(z)a + Rw — aRq) dF

Sea a(w) la solucion de este problema y supongamos que es interior, por lo que
verifica la relacién de primer orden

¢ (a(w)) = /v'(a(w)T(W) + Rw — a(w)Rq)(r(2) — Rq) dF(z) = 0

Se comprueba facilmente que ¢”(a(w)) < 0, por lo que la funciéon

ola) = /v(r(z)a + Rw — aRq) dF(z)
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es concava y las condiciones de primer orden determinan la solucion. Recordemos
que el coeficiente de aversiéon absoluta al riesgo es

Vamos a probar la siguiente,

Proposiciéon 33. Supongamos que v es averso al riesgo. Entonces,
1. &/(w) >0 R () <0
2. /(w)=0& R (x)=0
3. &/(w) <0< R (x) >0

Esto se interpreta de la siguiente forma: Por ejemplo (1) afirma que a(w) (= lo
que un agente con riqueza w gasta en el activo de riesgo) es creciente en w si y solo
si Rq(x) (=el coeficiente de aversion absoluta al riesgo) es decreciente. Etc.

Demostracion: Las tres demostraciones son analogas. Vamos a hacer la de (1).
Para simplificar la notacion, escribiremos «, r y dF en lugar de a(w), r(w) y dF(z).

Derivando implicitamente la ecuacion ¢’ (a(w)) = 0, respecto w, obtenemos

R / v"(ar + Rw — aRq)(r — Rq) dF + / o (w)v" (at + Rw — aRq)r — Rg)*dF = 0
Despejando o' (w) obtenemos

—R [v"(ar + Rw — aRq)(r — Rq) dF
J v"(ar + Rw — aRq)(r — Rq)?dF

o (w) =

El denominador es negativo, porque v” < 0, ya que v es averso al riesgo. Vamos
a determinar el signo del numerador.

Como R, (z) = % podemos despejar —v”’(ar + Rw — aRq) = v'(ar + Rw —
aRq)R,(ar + Rw — arq) en el numerador y obtenemos

-R /v”(ar + Rw — aRq)(r — Rq) dF =
= R/ v'(ar + Rw — aRq)R,(ar + Rw — arq)(r — Rq) dF = A

Como R < 0y v'(ar + Rw — aRq) > 0, el signo de A depende del signo de
Ry(ar + Rw — arq)(r — Rq).
Supongamos, por ejemplo, que R/ (z) < 0. Entonces consideremos dos casos:
1. Sir > Rq, es decir r— Rq > 0 y por tanto Rw+ «a(r — Rq) > Rw, y como R,
es decreciente (ya que R/, < 0) tenemos que R,(Rw + a(r — R,)) < R,(Rw)
es decir, R,(ar + Rw — aRq) < R,(Rw). Y como r — Rq > 0, entonces

(r — Rq)R,(Rw) > (r — Rq)R,(ar + Rw — aRq)

2. Si ocurre que r — Rq < 0, entonces ar + Rw — aRq = Rw+ a(r — Rq) < Rw
y como R, es decreciente, R,(ar + Rw — aRq) > R,(Rw). Utilizando que
r — Rq < 0, vemos que, de nuevo,

(r — Rq)Rq(Rw) > (r — Rq)Ry(ar + Rw — aRq)
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Por tanto,

A< R/v'(ar + Rw — aRq)R,(Rw)(r — Rq) dF

=R R,(w) /U’(ar + Rw — aRq)(r — Rq) dF
=R Ra(w) - ¢'(a(w)) =0

Recordando que, A es el numerador de o/ (w) y que el denominador era negativo,
obtenemos que o/ (w) > 0.

Ejemplo 34. Supongamos que hay ¢ = 0,1,...,n activos en la economia con
dos periodos. En el periodo t = 0 el activo i € {0,1,...,n} puede comprarse a
un precio unitario ¢; y en el periodo t = 1 paga una cantidad r;(z) que es una
variable aleatoria con una funcion de distribucion F'(z). Es decir, la probabilidad
de que el activo ¢ pague una cantidad menor o igual que r;(z) es F(z). La riqueza
inicial del agente es wy. Supongamos que decide comprar «; unidades del activo
1€{0,1,...,n}.

Supongamos ademas que el activo i = 0 es un activo seguro que paga la cantidad
constante Ry en todos los estados. Por la igualdad presupuestaria,

n
Wo = Z Qg

i=0
y en el periodo ¢t = 1 la probabilidad de que su renta sea igual o menor que

n

W(z) = Zairi(z)

i=0

es F'(z). Definimos la fraccion de la renta que el agente invierte en el activo ¢ como

Qi
Xr; =
Wo

y el rendimiento total del activo i como

W(z) = wo Z x; rz(z) = wp Z z;Ri(2)
¢ i=0

i=0 4
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Por tanto,

o — 1-— Zl‘i
W(z) = wo (azoRo + Z xZRz(z)>

i=1

= wy <(1 — Zl‘z)Ro + Z$1R1(2)>

(2.1) = wo (Ro + Zwi (Ri(z) — R0)>

Suponiendo que el agente tiene unas preferencias sobre loterias compatibles con
el Teorema de la Utilidad Esperada, su objetivo es elegir x1,...,x, de forma que
maximizan la funcién

(2.2) /R?)(W(Z)) dF(z)

Las condiciones de primer orden de este problema son

8 j— /
= 0= [ (W) () - Ro) dF ()

o lo que es lo mismo,

(2.3) /R o (W(2)) Ri(2) dF () = Ry / o (W(2)) dF(2)

R

Ahora introducimos la siguiente notacion: si X (z) es una variable aleatoria, su
esperanza respecto de la funcion de distribucion F' es

E[X]= / X(z)dF(z)
R
v la covarianza de dos variables aleatorias X e Y es
cov(X,Y)=FE[XY]|-E[X]|EY]

Recordemos que si X e Y son independientes entonces, cov(X,Y) = 0. Aunque,
cov(X,Y) no es una verdadera medida de la correlacion entre las variables aleatorias
XeY.

Con este convenio, la ecuacién 2.3 se convierte en

cov (v'(W(2)), Ri(2)) + E [v'(W(2))| E[Ri] = RoE [v' (W (2))]

es decir,
1

Eo'(W(z2))]
El segundo término del miembro de la derecha es la prima de riesgo. Depende de
la covarianza entre la utilidad marginal de la renta y el rendimiento de los activos.

Supongamos ahora que el rendimiento R;(z) del activo i esta positivamente co-
rrelacionado con W (z) (paga méas cuando mayor es W(z)). Como v’ (t) es decreciente
en t, entonces R;(z) esta negativamente correlacionado con v’ (W (z)) y su covarian-
za cov (V/(W(z)), Ri(%)) es negativa. Esto significa que E [R;] > Ry. Este activo
debe tener un rendimiento esperado mayor que el del activo sin riesgo.

E[R;] = Ry — cov (V' (W(z)), Ri(2))
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Por otra parte, si el rendimiento Ry(z) del activo k estd negativamente co-
rrelacionado con W(z) (paga mas cuando menor es la renta del agente W (z)),
entonces Ry (z) estd positivamente correlacionado con v'(W(z)) y la covarianza
cov (v (W(z)), Ri(z)) es positiva. Por tanto, F[R;] < Ry. Este activo tiene un
rendimiento esperado menor que el del activo sin riesgo.

,Como se interpreta esto? El activo k se puede utilizar para reducir el riesgo
cuando la renta W(z) es pequena. Y, por tanto, un agente averso al riesgo esta
dispuesto a reducir su rendimiento esperado a cambio de asegurarse mejor en los
estados en que su renta es menor.

Ejemplo 35. Supongamos que hay tres estados con probabilidades p; = 3/4,

p2 = 1/8, ps = 1/8, p1 + p2 + p3s = 1 y tres activos Ry = (1,1,1), Ry =

(R(1),R(2),R(3)) = (3/2,1/4,0), Ry = (0,0,7) = (0,0,6). El agente tiene una

funcion de utilidad log x sobre cantidades monetarias x y riqueza inicial wy = 1.
En este caso, la ecuacién 2.1 queda como

1+z1(R(1)—1) — a2 siz=1
W(z)=<¢ 1+z1(R(2)—1) — 22 siz=2
1+ 21(R(B)—1)4+a2(r—1) siz=3

y la funcién de utilidad 2.2 del agente es
V(Il,l’g) =D1 lOg (1 + $1(R(1) — 1) — SCQ) +p2 IOg (1 -+ I’l(R(Q) — 1) — J?Q)
+p3log (1 +z1(R(3) — 1) + z2(r — 1))

Las condiciones de primer orden son:

nEOH-1) L pE-D) p3(R(3) —1) —0
1+z1(R(1)—1)—22  14+x1(R2)—1)—2z2 1+z1(R3)—1)+2x2(r—1)
P1 P2 p3(r—1) —0

142 (RA)—1)—zy 14z1(R2)—1)—as + 14+ 21(R(3) — 1) + ao(r — 1)

Sustituyendo los valores p; = 3/4, po = 1/8, ps =1/8, (R(1) = 3/2, R(2) = 1/4,
R(3) =0y r = 6 obtenemos

3/8 3/ 18 -
1—|—J,‘1/2—.132 1—31‘1/4—.232 1—x1 4+ bxs
3/4 1/8 5/8

14 a1/2—x 131 /4— 1y L
La solucién de este sistema es
x1 =65/56, x9=11/56,
por lo que g =1 — 21 — 22 = 39/76. Observemos que E[Ry| = 1, E[Ry] = 37/32,
E[R,] = 3/4.

3. DOMINANCIA ESTOCASTICA

Vamos a responder a la pregunta : jcuédndo se puede decir que la loteria F “es
preferida’” a la loteria G?

Utilizaremos dos criterios, la dominancia estocéstica de primer orden y segundo
orden.
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3.1. Dominancia estocastica de primer orden. La idea es que F > G <
Dada una cantidad monetaria x, la probabilidad de obtener, al menos x, es mayor
con la loteria F' que con la loteria G

< DadozeR,1—-F(z) >1—-G(x)

< Dado z € R, F(z) < G(x)

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 36. La loteria F' domina a la loteria G estocasticamente de primer
orden si para cada z € R, se verifica que F(x) < G(z).

Ejemplo 37. Consideremos las loterfas con funcién de distribuciéon

0 z<3 0 z<2
F(z)=1¢ 0,4 §§x<g Glz)=4 & 2<z<3
1 5 <@ 1 >3
Como F(z) < G(x) para todo x € R, vemos que F' domina a G estocésticamente

de primer orden.

Ejemplo 38. Consideremos las loterfas con funcion de distribuciéon

l—e™ 20 1—e2 >0
F(x):{o z <0 G(‘/’”):{o z <0

Como F(z) < G(z)Vz € R, F domina a G estocasticamente de primer orden.

La siguiente proposicion nos dice que si F' domina a G estocéasticamente de primer
orden, entonces cualquier agente con preferencias crecientes prefiere F' a G.

Proposicion 39. La loteria F' domina a la loteria G estocésticamente de primer
orden si y sélo si para toda funcién v : R — R creciente se verifica que

/v(m) dF(z) > /v(x) dG(z)
Demostracion (<) Sea g € R, definimos

{ 1 siz>uxg

v(z) = 0 sixz<uxg

Claramente, v(x) es creciente y, por hipotesis,
o0 (o)
/ v(x)dF(x) 2/ v(z) dG(x)
0 0

Vamos a calcular [;° v(z) dF (). Para ello, vamos a suponer que F’(z)
y que para todo b > 0

f(x)

/Obv(x) dF (z) = /Obv(x)f’(x) dz

Tomemos ahora b > g, entonces

/Ob v(z)dF(x) = /OIO v(x) dF(z) + /: v(z) dF(x)

0

b
:/ dF(z) = F(b) — F(x0)

0
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Entonces,

/Ooo o(z) dF(z) = Tim (F(b) — Fla)) = 1 — Flxy)

b—oo
Anélogamente, [~ v(z) dG(z) = 1 — G(w). Por tanto,
1-— F(.’EQ) Z 1-— G(.’EQ)

es decir, G(zg) > F(xo).
(=) Supongamos que v(z) es derivable y que F(a) = G(a) = 1 para algin a € R
suficientemente grande. Fijamos ahora b > 0,

b b b b
/0 v(z) dF(x) 7/0 v(x)dG(x) = v(b)F(b) 7/0 v'(z)F(x) dx — v(b)G(b) +/O v'(2)G(x) dz
b
v(b)[F(b) — G(b)] +/0 V' (2)(G(x) - F(z)) dz

Como limp_, 1 o0 F'(b) = limp_, oo G(b) = 1 tenemos que
/0 v(z)dF(z) — /0 v(2)dG(z) = /o v'(2)(G(x) — F(z))dz >0

3.2. Dominancia estocastica de segundo orden. La dominancia estocastica
de segundo orden se utiliza para comparar el “riesgo” de dos loterias. Para concen-
trarnos so6lo en ese aspecto de las loterias supondremos que todas tienen el mismo
valor esperado (ya que un agente puede aceptar un riesgo mayor si el pago esperado
es suficientemente grande).

Definicion 40. Sean F'y G dos distribuciones con el mismo valor esperado

/:UdF:/xdG

Decimos que F' domina a G estocasticamente de segundo orden si para toda funcién
v : creciente y céncava se verifica que

/ v(z)dF(z) > / o(z) dG(z)

Es decir F domina a G estocasticamente de segundo orden, si todo agente averso
al riesgo y con preferencias monétonas prefiere la loteria F' a la loteria G.
Esta propiedad puede demostrarse que es equivalente a la siguiente.

Proposicion 41. La loteria F' domina a la loteria G estocasticamente de segundo
orden si y solo si para todo t se verifica que

/t G(x)dx > /t F(x)dx
(suponemos [ zdF = [zdQ)

Ejemplo 42. Supongamos que G es una loteria compuesta, en la que primero
jugamos la loteria F' y después otra loterfa H con valor esperado

/de(z) =0
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En este caso, se dice que G es una transformacion MPS (mean preserving spread)
de F. Sea v un agente averso al riesgo (o sea, v es concava). Entonces

o(G) = / o(z) dG(z) = / ( / o(z + 2) dH(2)) dF(z) < (porque v es concava)
< / of / (2 + 2) dH () dF(z) = / o(@)dF(z) = o(F)

es decir, todo agente averso al riesgo prefiere F' a G.
Por tanto, F' domina a G estocasticamente de segundo orden.

Ejemplo 43. Consideremos las loterias

0 2<0 0 z<5
F(ac):{1 2> 10 Glz)=q & 5<z<15
- 1 zz>15
vemos que .
0 t<0
/OF(‘”)_{t—w t<10
y que
t 0 t<5
/G(m): =2 5<t<15
0 5+ (t—15) t>15

y, dibujando estas funciones, se ve que fot G(z)dz > fg F(z)dz; por lo que F
domina a G estocasticamente de segundo orden.



