TEMA 1: ECONOMIAS DE INTERCAMBIO
October 6, 2015

1. ASIGNACIONES EFICIENTES, EQUILIBRIOS DE WALRAS

Una economia de intercambio estéd constituida por un conjunto de agentes {1,2,...,1},
con sus relaciones de preferencia =; y recursos iniciales w' € RY,i=1,2,...,1.
Supondremos que cada relacién de preferencias =;,7 = 1,2, ..., I estd representada
por una funcién de utilidad u; : X* — R (donde X* C R” es el conjunto de consumo)
que verifica las siguientes hipotesis:

(1) Las funciones u;,i = 1,2,...,I son crecientes

(2) Las funciones u;,i = 1,2,...,I son continuas (en casi todos los ejemplos
son diferenciables)

(3) Las funciones u;,7 = 1,2,...,I son céncavas. En consecuencia, los conjun-
tos

{x € X' :u(z) > a}

{z € X" u(z) > u}
SOI CONVEXOS.
Una asignacién es un vector

x=(zt, 22, ... ah)

donde z* € X? es la cesta que recibe el agente i = 1,2,...,I. Una asignacién es
factible si verifica que

I I
E ' = E w'
i=1 i=1

Se dice que una asignacion y = (y*, 42, ..., y’) es Pareto superior a x = (x!,22,..., 27)
st u;(y*) > u;(a*) paratodoi =1,2,...,1 y alguna de las desigualdades es estricta.

Definicién 1.1. Una asignacién z = (x!,...,2!) con ' € X? es Pareto eficiente

(o un éptimo de Pareto) si

(1) es factible
(2) No hay otra asignacién factible y que sea Pareto superior a x.

En particular, si = (z%,...,27) es una asignacién Pareto eficiente e y =

(yh,...,y’) es otra asignacién factible que verifica que u;(y*) > wu;(2?) para todo
i=1,2,...,1, entonces u;(y*) = u;(z*) para todo i = 1,2,...,1I.

Observacion 1.2. Si las funciones de utilidad son estrictamente crecientes, entonces
una asignacién x es Pareto eficiente si y sélo si es factible y no existe otra asignacién
factible y tal que w;(y*) > u;(z*) para todo i =1,2,...,1.

Observacion 1.3. Tanto la propiedad de factibilidad como la de optimalidad de
Pareto son independientes de la distribucién de los recursos iniciales. Es decir,
dependen del agregado:

pero no de los vectores individuales w!, ..., w'.
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Caja de Edgeworth

Observacion 1.4. Con dos agentes, las asignaciones Pareto Eficientes pueden obten-
erse de la manera siguiente: Fijamos un nivel de utilidad w para el agente 2 y

determinamos Z!' como una solucién del problema

max up (x1)
us(z?) > a
s.a. ot 2? = w' 4 w?

y 22 = w! + w? — 7t

Definicién 1.5. Un equilibrio competitivo (o un equilibrio de Walras) es una asig-
naciéon z = (z',...,2!) y un conjunto de precios p = (p1,...,pn) € R” tales que

(1) Los consumidores maximizan su utilidad en el conjunto presupuestario. Es
decir, para cada i =1,2,...,I, Z; es una solucién de:

max u;(x)
sa p-(z—w)=0

(2) Los mercados se vacian

Ejemplo 1.6. Calcular los equilibrios competitivos de la siguiente economia (de
intercambio),

up (21, 23) = 4Inxi +9Inxd w' = (0,2)

ug (22, 23) = 4Inx? + 9In 22 w? = (2,1)

Demandas de los agentes: Las funciones de utilidad de los dos agentes son idénticas.
Por lo tanto el problema de maximizacién de la utilidad individual es el mismo para
ambos. Sea

la renta del agente i = 1,2 bajo los precios p. Dados los precios p = (p1,p2) ¥y
la riqueza z* del agente ¢ = 1,2, su funcién de demanda viene determinada por el
siguiente problema de maximizacién,

max 4Inz! + 91zl
sa  piry + parh =2

El lagrangiano es L = 4Ina% +9Inab + A(2° — p1at — pead). Asumiendo que las
soluciones son interiores, las ecuaciones de Lagrange son,

oL 4

— = — —Ap; =0
ozt ! e
oL 4

n :—,—)\pQ:O
oxhy  x}

i i _ i
P1%y + P2y = 2



de donde,
4 =Xpyz}
9 =Apoz12
y sumando ambas ecuaciones,
13 = M(p1z} + paah) = N2

por lo que para cada agente ¢ = 1,2 tenemos que

13
A= —

Zl
i 4 4z
€T, = — —
A 13y
o 9 _ 9
27 Apa 13py

Para encontrar ahora los precios de equilibrio, imponemos la condiciéon de que
los mercados se vacian:
1 2 _
w F+w =x1+ 29

Para la mercancia 1 tenemos

4

2 =
13p1

mientras que para la mercancia 2

(2! +2%) =21 + 7y

9
3:@(21—1—22):@—&—:53

Recordemos que
2t = pw! = 2p,
2> = pw® = 2p1 + p2
y por tanto, z' 4+ 22 = 2p; + 3p,. Obtenemos el sistema

~ 8p1+12py
- 13p
_ 18p1 + 27p2
o 13]92

de donde
18p1 = 12p,

es decir,

2
P = gpz
y podemos tomar como precios de equilibrio p = (2,3). La demanda del agente 1

bajo estos precios es

21 = (ot z%):(g 9721):(2 18
’ 13p1” 13ps 13713

)



y la del agente 2 es
422 922 14 21

wy = (27, 23) = ( =

13p1 13ps” (E’Ts)

Ejemplo 1.7. Calcular el equilibrio de la siguiente economia de intercambio
ul(a:%,x%) = I‘%l‘% wl = (17 3)
us(a, 03) = wia w? = (4,2)

Funciones de demanda de los agentes: De nuevo, las funciones de utilidad de los
dos agentes son idénticas. Por lo tanto, el problema de maximizacién de la utilidad
individual es el mismo para ambos. Sea

Z=p-u

la renta del agente i = 1,2 bajo los precios p. Dados los precios p = (p1,p2) ¥
la riqueza z* del agente i = 1,2, su funcién de demanda viene determinada por el
siguiente problema de maximizacion,

max T
s piry +pary =2

: — i i i i i :
Formamos el lagrangiano L = z}z} 4+ A(2" — p12} — paxh) y como las soluciones
son interiores, obtenemos las ecuaciones de Lagrange,

oL i
o =x5—Ap1 =0
0L ;

— =] — Ap2 =0
31‘% Ty P2

P1xy + Pakg = 2

De las dos primeras ecuaciones obtenemos que

Ap1T] = T]TH
Apay = T]TH
Sumando ambas ecuaciones tenemos,

254wl = N2} + poh) = A2

de donde,
22t
A — 1‘ 2
Z’L
i
: z
1
xl -
2p1
o

2p2



Asignaciones de Equilibro: Imponemos que los mercados se vacian:

1 2
5—]}%4-%'%— —*pl b2

2py 2 m
1 2
s 5p1 + pe
5=axb+22= = -
S 2p2 2 po

y de aqui deducimos que p; = ps. Unos precios de equilibrio son p; = ps = 1. Las
asignaciones Walrasianas son

z1 = (21,73) = (2,2)

wy = (21,23) = (3,3)
Ejemplo 1.8. Encontrar los equilibrios de Walras de la siguiente economia de inter-

cambio,

31
w(a},2}) = 2y/ola} wl=(5,3)

31
up(af,03) = 24/ + 24/3 wt=(55)

Demanda del agente 1 Realizando una transformacién mondtona, vemos que la
relacién de preferencias del agente 1 también se puede representar por la funcién
de utilidad

un (21, 23) = 2173

y en el ejemplo anterior hemos calculado su funcién de demanda,
1

ot =
2py
1_ 2!
2py
con
d—pow!

Demanda del agente 2: Dados los precios p = (p1,p2) estd determinada por

[ 2 [ 2
max x] + /25

2 2 _ 2
s.a  p1xy +p2ry =2

con

23, 41
z = — —_
2291 2192

El lagrangiano asociado es

L=, xi + \ 23 + M2 — praf — poa3)

de donde obtenemos las condiciones de primer orden

oL 1
=0
oL 1

=—= =0



Dividiendo ambas ecuaciones,

por lo que

P 2

2 1 2
n=|\—]
2 <p2) 1

Sustituyendo en la restriccién presupuestaria llegamos a que

2
2 (p1 +p1p2) _ e
p2

por lo que,
2 p2 2
r]=—"T"—2
L pipy + p2)
Yy
xg _ P1 2

—z
p2(p1 + p2)
Para calcular los precios de equilibrio, imponemos que los mercados se vacian

1, .2
3=z + 27

1:37%—1—3:%

Por tanto
1
3= s + p7222
2p1  pi(p1 +p2)
1
1= 4P o2
2pa  pa2(p1 + p2)
con 5
Sl 2 p1 + P2

2
Sustituyendo estos valores en la primera ecuacién, queda que

3p1+p2 | pa(BpL+p2)
2p1 p1(p1 + p2)
que operando se convierte en

—9p¥ + 3p3 — 2p1p2 = 0
Tomando por ejemplo p; = 1, queda que

3p3 —2ps —9=0

es decir,
+
2 — /44108
po=———F"
6
1+2
=-—=V7
3 3\[
como % — %\ﬁ < 0 debemos escoger
1 2
= -4+ -V7
D2 3 + 3\f

De aqui se obtienen los valores de z', 22, x;;.



2. EXISTENCIA DE EQUILIBRIO EN ECONOMIAS DE INTERCAMBIO

Consideremos un agente ¢ = 1,...,I, con funcién de utilidad u; estrictamente
céncava y recursos iniciales w*. Cada vector de precios p, determina su funcién de demanda,
como la solucién del problema de maximizacién

max  u;(x)
sa p-(z—w)<0

Denotaremos a esta funcién de demanda por z‘(p). Observamos que si k > 0
entonces

z'(kp) = =" (p)
es decir 2%(p) es homogénea de grado 0 en los precios. Es posible demostrar que
esta funcién depende de forma continua en los precios, siempre que p >> 0.

Definicion 2.1. La funcién exceso de demanda del agente : = 1,...,1 es

%

Z'(p) =a'(p) —w

La funcién exceso de demanda agregada de los agentes i =1,...,1 es

I

I
2p) =) 2(p) =) (¢'(p) — ')

i=1 i=1

Claramente, las funciones exceso de demanda también son continuas y homogéneas
de grado 0 en los precios. Un precio p es un equilibrio Walrasiano si y sélo si
z(p) <0.

Proposicién 2.2 (Ley de Walras). p- z(p) = 0.

Demostracién:

ya que x'(p) satisface la restriccién presupuestaria. O

Proposicién 2.3. Sea z(p) = (21(p),...,2n(p)). Supongamos que para l # k se
verifica que z;(p) = 0 y que p, > 0. Entonces, zp(p) = 0.

Demostracién: Por la ley de Walras,
0= sz ~21(p) = pr - 21(p)
1=1

y como py > 0, entonces zx(p) = 0.

Proposicion 2.4. Supongamos que p es un equilibrio de Walras y que para algun
bien 1 se tiene que z;(p) < 0. Entonces, p; = 0.

Es decir, si equilibrio un bien estd en exceso de oferta, entonces su precio es cero.
Demostracién: Como p es un equilibrio competitivo, tenemos que z(p) < 0. Como
los precios son mayores o iguales a 0, tenemos que cada sumando de

p-2(p) =Y ma(p) <0
=1
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es cero o negativo. Por lo que si z;(p) < 0y p; > 0, entonces,
p-2(p) <0

Pero esto contradice la ley de Walras. (|

Estamos suponiendo que las preferencias son crecientes. Si el precio de algin
bien es 0, entonces la demanda de ese bien debe de ser infinita. Por tanto, en un
equilibrio de Walras, debe de verificarse que z(p) = 0.

Como la funcién exceso de demanda es homogénea de grado cero, podemos nor-
malizar los precios de forma que

Zpl =1
=1

En consecuencia podemos considerar que la funcién exceso de demanda esta definida
sobre el conjunto

n
A"l ={peR}: Zpl =1}
=1
Utilizaremos el siguiente resultado

Theorem 2.5. (Teorema de Brouwer) Sea A # () un subconjunto compacto y
convexo de R™ y f : A — A una funcién continua. Entonces, existe un puntop € A

tal que f(p) = p.
Theorem 2.6. (Existencia de Equilibrio de Walras) Sea 2z : A1 — R"
una funcion continua que satisface la ley de Walras. Entonces, existe un punto
p € A" tal que z(p) < 0.
Demostracién: Definimos la aplicacién

g: A"t 5 ATl
de la manera siguiente: g(p) = (g1(p), ..., gn(p)) donde para cada l =1,...,n,

_ pr+max{0, z(p)}
g(p) =17 > max{0, z;(p) }

Observamos que

n

1 n n
> al) = T+ 5, max{(0, 20} (;pl + ;maX{Q 2l (p)}>

=1

1 n
T 1+ 2 max{0,z(p)} (1 * ; max{0, Zl(p)}> =1

por lo que g : A" ' — A"l Ademds ¢ es continua. Aplicando el Teorema de
Brouwer, obtenemos un punto p tal que g(p) = p, es decir, para cada I =1,...,n,
o max{0. ()
1+ Z?Zl max{0, z;(p)}

Operando,

pry_max{0,z(p)} = max{0, z(p)}

Jj=1



de donde
21(P) Zmax{o, zj(p)} = z1(p) max{0, z(p) }
j=1
Sumando estas ecuaciones paral =1,...,n,

n

(Z 2 (:5)@) > max{0,z(p)} | =D z(p) max{0, 2(p)}

=1 =1

Por la Ley de Walras, el primer término se anula. Por lo que,

0=
l

z1(p) max{0, z1(p) }

n
=1

Observamos que

z(p) max{0, z(p} = {02 Si max{0, z(p} = 0,

z;  Simax{0,z(p} = 2.

Es decir, cada sumando es mayor o igual que 0 y todos suman 0. Por tanto, todos
deben anularse. Es decir, para cadal=1,...,n,

z(p) max{0, z1(p)} = 0

Pero esto implica que

2(p) <0
(va que si
Zl(ﬁ) >0
entonces z;(p) max{0, z;(p)} = 27 > 0). O

Observacion 2.7. En el Teorema de existencia de equilibrio hemos supuesto que la
funcién exceso de demanda z(p) es continua, incluso cuando los precios se acercan a
0. Esta hipdtesis no es razonable con preferencias mondétonas, ya que en este caso,
es de esperar que si el precio de un bien es 0 su demanda sea infinita. Sin embargo,
la demostracién anterior se puede modificar para incorporar este caso (ver [3]).

3. Los TEOREMAS DE SEPARACION

En esta parte consideramos algunos resultados matematicos sobre conjuntos con-
vexos, que usaremos posteriormente.

Definiciéon 3.1. Un subconjunto A C R™ es convexo si dados z,y € A se verifica
que tx + (1 —t)y € A para todo 0 < ¢ < 1.

Proposicién 3.2. Si Ay, Ay C R™ son convexos, entonces los conjuntos
A1+A2 = {a1+a2 tay € Al,ag €A2}
y A1 N Ay son convexos también.

Theorem 3.3 (Teorema de Separacién 1). Sean A, B C R™ dos conjuntos convezos,
no vacios y disjuntos. Entonces, existe un vector p € R™, p # 0 tal que para todo
r€eA yeB,

pT=>p-y
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Theorem 3.4 (Teorema de la Separacién 2). Sea B C R! convexo y cerrado y sea
x & B. Entonces, existe p € RI,p # 0 y existe c € R tales que p-x > ¢ > p- v,
Yy € B.

Theorem 3.5 (Teorema de la Separacién 3). Sea B C R!, convero y sea x ¢B.
Entonces existe p € RY, p #0, tal quep-x >p-y, Yy € B.

4. Los TEOREMAS DEL BIENESTAR

Theorem 4.1 (Primer Teorema del Bienestar). Si (z,p) es un equilibrio Wal-
rasiano, entonces x es un optimo de Pareto.

Demostracién: Supongamos que x no es un 6ptimo de Pareto y sea y otra asignacién
factible que es Pareto superior. Como z* es una solucién de
max  u;(z)
sa p-z<p- w'
para cada i = 1,...1 y se verifica que u;(y") > u;(2?) tenemos que
p-y>p-w' para todoi=1,...1.

Sumando las desigualdades anteriores,

pero esto contradice que

(va que y es factible). a

Comentarios:

(1) Se dice que p es un gradiente de preferencias en x} sip-x} < p-y para todo
y tal que u;(y) > u;(x}). Si (z},p*) es una equilibrio Walrasiano entonces
p* es un gradiente de preferencias comin a todos los agentes y por tanto es
Pareto eficiente.

(2) El primer teorema del bienestar no garantiza la existencia de equilibrio
competitivo. Sélo afirma que, si existen, son eficientes.

(3) La eficiencia de Pareto es un requisito minimo, pero no siempre es satisfac-
torio. Cuestiones de equidad, justicia, etc.

4.1. Segundo Teorema del Bienestar.

Theorem 4.2 (Segundo Teorema del Bienestar). Consideremos una economia de
intercambio e = ({(ui,w'}_,) y supongamos que T es una asignacion Pareto efi-
ciente en la que a cada agente se le asigna una cantidad positiva de cada bien.
Entonces T es un equilibrio competitivo de la economia e’ = ({(u;, z}_,)

Demostracién: Sea
Pl={z' € X' :u(zh) > u(z')}
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el conjunto de todas las asignaciones estrictamente preferidas (por el agente i) a la
cesta z'. Y definimos

I I
P=> P ={) a":2" P’}
i=1 i=1

El conjunto P es convexo, ya que es la suma de conjuntos convexos.
Por otra parte los recursos agregados

I
w = E z*
i=1

no pertenece a P, ya que T es Pareto eficiente. Aplicando el Teorema de Separacién
a los conjuntos Py {w}, existe un vector p = (p1,...,pn) € R™ tal que

I
p-zEp-Zii para todo z € P
i=1

es decir,

I
(4.1) D (z - Zﬂ) >0 para todo z € P
i=1

Vamos a demostrar que p son los precios de equilibrio.

En primer lugar, probamos que pi,...,p, > 0. Para ello tomamos la base
canénica {ey,...,e,} de R™ y consideramos las cestas w + ex. Observamos que
w+ep € P ya que al tener una unidad més de un bien, es posible redistribuir w+ e
de forma que todos los agentes estén mejor que con z. Utilizando la desigualdad 4.1,
obtenemos que

p-(w+ey—w)=p-e,=pr >0 paratodo k=1,...,n

Ahora vamos a probar que si para algin agente j = 1,...,[ se verifica que
uj(y?) > u;(z7), entonces p - y? > p-Z’. Supongamos que u;(y’) > u;(z?), para
algtin agente j = 1,..., 1. Construimos la asignacién z de la siguiente manera,

2 =(1-a)y

Oéyj

2 =3 si i # .
n—

Entonces, para todo i # j y para todo o > 0,

ui(2Y) > us(T)
y por continuidad, u;(27) > u;(#?) si a > 0 es suficientemente pequefio. Por tanto,
para « > 0 suficientemente pequeno, la asignacion

I

Zzi€P

i=1

y aplicando la desigualdad 4.1,
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y utilizando la definicién de z, esta desigualdad es

I
p- (lfoz)yj+2i”i+ayj Zp-Zfi
iy i=1

es decir,

p- yj—l-Z:Ei Zp-Zfi:p- :i‘j—l—zg’ci

i#i i=1 i#i
por lo que,
py =p-a

Finalmente, probaremos que si para algin agente j = 1,...,1 se verifica que
uj(y?) > u;(z7), entonces p - y? > p-Z’. Supongamos que u;(y’) > u;(z?), para
algin agente j = 1,...,1. Hemos visto que debe verificarse que p -/ > p - Z7.
Supongamos que p - y? = p -z’ y llegaremos a una contradiccién.

Por la continuidad de las preferencias, existe 0 < e < 1 tal que u;(ey?) > u;(z7).
Por la parte anterior debe verificarse que

(4.2) ep-yl >p-7 =p-y’

Por otra parte, p-27 > 0, ya que p > 0, p # 0 y todas las coordenadas de z7
son estrictamente positivas. Pero entonces la ecuacién 4.2 es imposible porque
0 < e < 1. Por tanto, p- 3/ > p- 7. Y esto demuestra que (Z,p) es un equilibrio
Walrasiano de la economfia e’.

Theorem 4.3 (Segundo Teorema del Bienestar). Consideremos una economia de
intercambio e = ({(u;,w'}_,). Supongamos que T es una asignacién Pareto efi-
ciente y que la economia ¢’ = ({(u;, 2 }1_,) tiene un equilibrio competitivo, (&, p).
Entonces, (Z,p) es un equilibrio competitivo de la economia €.

Demostracién: Por construccién Z' estd en el conjunto presupuestario de cada

agente i = 1,...,n. Por lo tanto, u;(2%) > u;(z'), para cada agente i = 1,...,n.

Como T es un éptimo de Pareto, se debe verificar que u;(2") = w;(Z*), para cada

agente i = 1,...,n. Por lo tanto, (Z,p) es un equilibrio competitivo de la economia

e. O
Comentarios:

(1) El STB es una especie de reciproco del PTB.

(2) Las asignaciones PE interiores son alcanzables como equilibrios con trans-
ferencias a través de una redistribucion de la riqueza de los agentes. Inter-
vencion del planificador.

(3) Problemas:

(a) precios son asumidos por las empresas y los agentes
(b) ¢cudnta informacién necesita conocer el planificador para llevar a término
una asignacién PE?
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5. FUNCION DE BIENESTAR SOCIAL
Consideramos la economia
e = ({(ui,w')}i1)
Definicién 5.1. El conjunto de utilidades posibles es
U ={(ui,...,ur) € R" :u; <wy(z') paratodoi=1,...,T
y para alguna asignacién factible (z',...,27)}
Definicién 5.2. La frontera de Pareto es
OU ={(uy,...,us) € U : no existe (v',...,v1) €U
que verifica v* > u; para todo i =1,...,1 y v* > uy, para algin k}

La frontera de Pareto son los elementos maximales del conjunto de utilidades
posibles, respecto al orden de Pareto, que se estudié en Matematicas I.

Proposicién 5.3. Una asignacionz = (x',... ,2%) es P.E siy sélo si (uy(x),. .., ur(z!)) €
ou
Demostracién: (=) Supongamos que (uj(z'),...,ur(z!)) € U\OU. Entonces,
existe (v!,...,v!) € U tal que
viZUi i=1,...,1
P >y, para algin k
Sea 4 una asignacién factible tal que v¢ < w;(2%) para todo i = 1,...,I. En-
tonces,
ui (24) > vt > wy(axh) paratodoi=1,...,T
up(27) > 0% > uy(2F) para algin k

por lo que x no es P.E.
(<) Supongamos z no es P.E. Sea & factible y que verifica

ui (2°) > ug(x?) para todoi=1,...,1
ug (%) > up () para algin k
Tomando v* = u;(2%) i = 1,..., I tenemos que (v',...,vI) €Uy
vt > (2t i=1,...,1
oF > uy, (") para algin k
Por lo que
(ur(zh), ... us(zh)) e U\OU
DIeﬁnicién 5.4. Una funcién de Bienestar Social es una funcién monétona W(uy, ..., us) :
R — R.

Nos centraremos en el caso lineal,
W (uy,...,ur) = aqjug + agus + - -+ + aruy
con «; > 0. Consideramos el problema
max QU] + QU + -+ + Qruy
sa. uelU (P)
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Proposicion 5.5.

(1) Sea u = (a',...,u’) una solucion de (P) con a; > 0. Entonces i € OU
(y por tanto u es un vector de utilidades que corresponde a una asignacion
PE.
(2) Supongamos que U es convezxo y sea 4 = (uy,...,u;) € OU. FEntonces
existen i, ...,ar, no todos nulos, tales que u es una solucidn de (P).
Demostracién:

(1) Siu ¢ 90U existe u € U tal que u > 4 y u # 4. Es decir,
u; > @t i=1,...,1
ugp > para algin k

entonces ajuy + aguo + - - - + ajuy > alﬁl + a2ﬂ2 + -+ oqal por lo que
@ no es el méximo de (P).
(2) Supongamos que @ € 9U, con U convexo. Por los teoremas de separacién

encontramos p € RY, p # 0, tal que para todo u = (u1,...,ur) € U,
pruy + -+ prup =2 pruy + -+ prug (1)
Si pr < 0 para algin k, entonces como u = (0,...,ug,...,0) € U para

todo up <0y
piruy + -+ pruy = prug >0 (2)

tendrfamos que (2) se puede hacer arbitrariamente grande tomando wuy
negativo y |ug| arbitrariamente grande. Por tanto, p > 0,p # 0 y podemos
tomar a = p.

6. CONDICIONES DE PRIMER ORDEN DE OPTIMALIDAD DE PARETO

Sea e una economia de intercambio. Supongamos que las asignaciones son
interiores. En este caso las condiciones de primer orden del problema
max  u;(z")
sa. px'=p-w
son
aui
Ot
Recordemos que todo equilibrio competitivo verifica estas condiciones (estamos
suponiendo que u; es diferenciable, i = 1,2,...,I). Por otra parte, las condiciones
de maximizar la funcién de bienestar social (como en el problema (P))

=8pi=1,...,I;1=1,...,L

max o1Up (:vl) —+ oo (x2) + -4+ arur (:EI)
I

s.a. Zw%zwl l=12,...,L
=1

son

- Hu
ot 2l =~ i=1,....1;l=1,...,L
Oxj
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va que el Lagrangiano es

L I
L =oaju; (a:l) + Qs (x2) + 4 aqur (II) + Zm(wl - fo)
=1 i=1

Por tanto, vemos que las soluciones interiores de los dos problemas son las mis-
mas. Por ello, basta tomar

p=m l=1,...,L
|
Oélzﬁ Zzl,,I

Esto proporciona un método para calcular las asignaciones Pareto eficientes in-
teriores y las asignaciones de equilibrio.

Ejemplo 1: (continuacién) Vamos a calcular las asignaciones Pareto eficientes
interiores de la economia:

t= (072)
2= (271)

ui(z},23) = 4lnz] + 9In ) w
up (22, 22) = 4In2? + 9In 3 w

Notemos que w = w! +w? = (2,3). El problema de maximizacién de la funcién
de bienestar social es

max ai4lnzi + a19Inzl + axdlna? + a9 1n
sa. T 422 =2
Ty + 23 =3
El lagrangiano es
L =4a1Inz] +9a1 Inxd 4+ 4as In2? + 9o In a3 + 41(2 — 21 — 22) + 72(3 — x4 — 22)

y las condiciones de primer orden son

6L _ 4041 -0

ort  xf n=

oL _9a

oxd — x} =

oL _da

ox? a2 n=

oL 92

ox3 13 =

entonces,

4oy = 111 (1)
9o = ng% (2)
4oy = 2 (3)
9oy = o3 (4)

(1) + (3) s 4(ay + a2) = y(z] +23) =27
=71 = 2(a1 + az)
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(2) + (4) : (o + o) = y2(ah + 23) = 372
=72 = 3(a1 + az)

Entonces, las siguientes asignaciones son 6ptimos de pareto.

LE% _ 4(11 _ 20[1 % _ 90[1 _ 30[1
Y1 a1 + Qo Y2 a1 + Qo

1 4a2 - 20[2 2 90[2 _ 30[2
:El - = (E2 - =
Y1 o1 + az Y2 a1 + g

Faltarian los puntos extremos que corresponden a a1 = 0,a0 =1y a3 = 1,0 =
0.

Veamos cémo de aqui es posible obtener, de nuevo, las asignaciones de equilibrio.
Sabemos que los precios de equilibrio coinciden con los multiplicadores de Lagrange
que hemos obtenido

p = (p1,p2) = (11:72)
por lo que p; = 2(a1 +ag) y p2 = 3(a1 + a3). Vemos que ﬁ—; = % y podemos tomar
p1=2,p2 = 3.
Si ahora imponemos las restricciones presupuestarias individuales

P1Ti1 + Patin = puw' 1=1,2

obtenemos
p121 + pay = 2po
p1oT + pow3 = 2p1 + po

2 3
s g 0N g
a1 + Qo a1 + a9
2 3
9 %2 43 9% _gq
a1 + Qg ay + ag

=6aq + 6as = 1307
7041 = 6042

Tomando o1 = 6, as = 7, vemos que la asignacién de equilibrio es

g 8
1713 2713

14 21
112 2 _ 4L
1713 2773

Ejemplo 2: (continuacién) Vamos a calcular las asignaciones eficientes de Pareto
de la economia

un (2173) = 2125 wh = (1,3)
uy (2123) = ia} w! = (4,2)
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La funciéon de bienestar social es W = aju; + asus y los 6ptimos de Pareto
interiores son soluciones de
max alx%x% + 0&21‘%%%
sa. xj+ai=5
ry+ri="5
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