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PROBLEMAS TEMA II.
SOLUCIONES

(1) Supongamos que hay tres sucesos.

(a)

Un individuo posee una relacion de preferencias sobre loterias > que puede ser representada mediante
una funcién de utilidad esperada. Dicha relaciéon satisface

111 5 11
1,0,0 0,1,0 0,0,1 — ==~ =, =
100~ 010000, (131)~(513)
Determinar una funcién de utilidad que represente las preferencias =.
Otro individuo tiene posee una relacién de preferencias sobre loterias = que verifica
11 11 111
1 ~ (0,2, = 1 1 - = =2, =
100~ (053] ©on=010.  (550) - (353)

. Es posible representarlas mediante una funcién de utilidad esperada?

Solucién: (a) Podemos suponer que

w(1,0,0)=1 u(0,0,1) =0

111 5 11
47274 127473

Utilizando que

tenemos que

1 1 5 1
-+ = 1,0) = — + - 1
4+ 2u(O, ,0) 12+4u(0, ,0)
y despejando obtenemos que
2
U(O, 1, O) = g
La relacion de preferencias se puede representar por la funcién de utilidad
2
u(p1,p2,p3) = p1 + %
(b) Como
11 1 1
1 ~ -, =] ==(0,1 = 1
(1.0.0)~ (0.3.5) = 5010+ 5(0.0.1)
y como
(0,0,1) - (0,1,0)
tenemos ) )
(0,0, 1) ~ 5(07 170) + Q(Oa 07 1) -~ (Oa la 0)
es decir,

(0,0,1) = (1,0,0) = (0,1,0)
y podemos suponer que
u(0,0,1) =1 (0,1,0) =0

11
1,0,0) ~ (0, =, =
100~ (0.5.3)

1 1 1
u(1,0,0) = Zu(0,0,1) + 7u(0,1,0) = 3
1

Utilizando que

obtenemos que



por lo que, si se verifican los axiomas del teorema de la utilidad esperada, la funcion de utilidad que
representa a las preferencias del agente seria

D1
u(p1,p2,p3) = 5 s
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lo cual contradice la hipoétesis en el enunciado. Por tanto, las preferencias del agente no verifican los
axiomas del teorema de la utilidad esperada.

Pero ahora tenemos que

>

DN | =
N

es decir,

(2) Hay una probabilidad del 1% de que ocurra una inundacién. El gobierno considera cuatro posibilidades
(A) No se evacua a la poblacion, no siendo necesario hacerlo.
(B) Se evacua a la poblacion, no siendo necesario hacerlo.
(C) Se evacua a la poblacion, siendo necesario hacerlo.
(D) No se evacua a la poblacion, siendo necesario hacerlo.
El gobierno es indiferente entre el suceso seguro B y una loteria entre A, con probabilidad p, y D, con
probabilidad 1 — p. También es indiferente entre el suceso seguro C y una loteria entre A, con probabilidad
q, y D, con probabilidad 1 — ¢. Supongamos que prefiere el suceso A al suceso D y que se satisfacen las
condiciones del Teorema de la Utilidad Esperada.
(a) Encontrar una funciéon de utilidad esperada que represente las preferencias del gobierno.
(b) El gobierno debe decidir dos criterios de evacuacion:
(i) Criterio 1: éste conduce a una evacuacion en el 90% de los casos en los que hay una inundacion y
en el 10% de los casos en los que no la hay.
(ii) Criterio 2: éste conduce a una evacuacion en el 95% de los casos en los que hay una inundacion y
en el 15% de los casos en los que no la hay.
;Cual es el criterio que elegira el gobierno?

Solucién:
(a) Por el teorema de utilidad esperada, las preferencias se pueden representar por una funciéon de utilidad

de la forma
w(pa,pB,Pc,Pp) = Paua + ppup + pcuc + ppup

Por otra parte como
B ~ pA+(1-p)D
C ~ qA+(1—-q)D
A -~ D
tenemos (jpor qué?) que A = B, A > C, B> D, C = D. Podemos asumir que u(1,0,0,0) = 1y
1(0,0,0,1) = 0. Es decir,
u(pa;pB,Pc;PD) =Ppa + PBUB + PoUC
Ademas,
B ~ pA+(1-p)D
< u(0,1,0,0) = u(p,0,0, (1 —p))
< up=2p



C ~ gA+(1—q)D
< 1(0,0,1,0) = u(q,0,0,(1 —q))
< up=4¢q
Por tanto,

u(pa,pB,Pc,Pp) = Pa + PBD + Pcq

es una representacion de las preferencias.
(b) Con el criterio (1) las probabilidades de los sucesos (A), (B), (C), y (D) son:

_ 9990 _ 891
PA = 900100 ~ 1000
_ 99 10 _ 990
PB= 100100 ~ 10000
_ 1 9% 9
Pe = 100100 ~ 1000
1 10 1
Pp = =

100100 — 1000
La utilidada del criterio (1) es, por tanto,

o 891990
'~ 7000 " 1000” " 10007
Mientras que, con el criterio (2) las probabilidades de los sucesos (A), (B), (C) y (D) son:
_ 99 85 _ 8415
PA = 900100 ~ 10000
_ 99 15 1485
PB = 100100 ~ 10000
_ 1 9% _ 9%
Pe = 900100 ~ 10000
_ 15 _ 5
PD= 900100 ~ 10000
con una utilidad de
L _ 8415 1485 95
2

= 10000 T 100007 T 100007
Portanto,ul>u2@ul—u2>0<:)%—%p—ﬁq>0@99>99})+q

(3) Un individuo tienen una funcion de utilidad w(z) = lnx sobre cantidades monetarias, una riqueza inicial w y
una probabilidad subjetiva p de que su equipo favorito gane la liga. Sabiendo que elige apostar una cantidad
x¢ a favor de su equipo favorito, determinar la probabilidad subjetiva p.

Solucién: Supongamos que el agente apuesta la cantidad monetaria x. En este caso, con probabilidad p
obtendra w + x y con probabilidad 1 — p obtendra w — x. Por tanto, si apuesta x, su utilidad sera

U(z)=ph(w+z)+ (1 —p)ln(w—x)

El agente elige apostar una cantidad monetaria o que maximiza su utilidad. Escribiendo las condiciones de
primer orden, obtenemos que
1—
U/(.Z'o) _ p _ p _ 0
w + X w — X

de donde, despejando obtenemos
w + xo

p= 2w

(4) Un agente averso al riesgo tiene una riqueza inicial de w, pero puede perder D u.m. con probabilidad w. Puede
comprar un seguro a un precio unitario de ¢, por unidad monetaria asegurada.
3



(a) Probar que si el seguro no es actuarialmente justo y ¢ > , entonces el agente elige una cantidad de seguro
a* < D (no se asegura completamente).

(b) (riesgo moral) Supongamos ahora que el agente puede reducir la probabilidad de accidente 7 incurriendo
en un gasto por anticipado de z. Es decir si invierte z u.m. entonces la probabilidad de accidente es 7(z)
con 7'(z) < 0, 7”’(z) > 0. Suponiendo que el seguro es actuarialmente justo (¢ = m(z)), determinar el
nivel 6ptimo z* elegido por el individuo.

Solucién: (a) Supongamos que el agente tiene utilidad esperada
Ul)=1—-mv(w—aq)+mv(w—aq—D+a)

siendo v una funcion creciente y concava (porque el agente es averso al riesgo). La funcion v es la utilidad del
agente en cantidades monetarias. El problema del agente es

max (1 —mv(w—aq)+mv(w—ag—D+ )

s.a. a>0
y la condicion de primer orden es

—q(1—m)'(w—a*q)+ (1 —g¢)m'(w—a*q—D+a*)=0

es decir,
g1 —m)0'(w—a*q) = (1 - g)wt/(w —a*q — D +a*)
Como
q>T
tenemos que
l-m>1—¢q

por lo que
q(l—m) > (1 =g
De la condiciéon de primer orden obtenemos ahora que
V'(w—a*q) <v'(w—a*q—D+a*)
Y como v’ es decreciente, concluimos que
w—a'q>w—a*q— D+ a”

es decir,
a<D

Consideremos un agente averso al riesgo con la funciéon de utilidad v(z) sobre cantidades monetarias y
preferencias

U(F) = / o(2) dF (2)

sobre loterias.

Supongamos que en el futuro hay dos estados posibles que ocurren con probabilidades 7 y 1 — 7 y que el
agente puede elegir entre dos activos, r1 = (1,1) y ro = (0,3) cuyos precios son, respectivamente g1 = 1y
g2 = 1. (Por ejemplo, el activo ro paga 0 unidades monetarias si (con probabilidad ) ocurre el estado 1y
paga 3 unidades monetarias si (con probabilidad 1 — 7) ocurre el estado 2. La riqueza inicial del agente es w.
Llamamos « a la cantidad de unidades del activo r2 que compraria el agente.

(a) Determinar para qué valores de 7 el agente elige « =0 6 o = w.



(b) Suponiendo que la funcion de utilidad del agente es
v(r) =V
calcular la cantidad, «, de unidades del activo ro que compraria el agente. ;Como cambia « al variar la
renta inicial w del agente? ;Como cambia a/w al variar la renta inicial w del agente? Calcular los coefi-

cientes de aversion absoluta y de aversion relativa al riesgo del agente. Explicar los resultados obtenidos
utilizando estos coeficientes.

Solucién:
(a) Si el agente compra a unidades del activo 75, entonces su utilidad es
U(a) =mv(w —a) + (1 — m)v(w + 2a)
La derivada es
U'(a) = —mv'(w — a) + 2(1 — )" (w + 2a)
Para que o = 0 sea un 6ptimo debe verificarse que U’(0) < 0. Esto ocurre si y solo si
—7v' (w) + 2(1 — m)v' (w) = v'(w)(2 — 3w) <0
es decir, si y soélo si
2
> Z
=3
Para que @ = w sea un 6ptimo debe verificarse que U’(w) > 0. Esto ocurre si y solo si
0

—7v'(0) + 2(1 — 7)v' (3w)

es decir, si y soélo si
20’ (3w)
~ 0'(0) + 2v'(3w)
(b) Aplicando la condicion de primer orden U’(a)) = 0 a la funcion de utilidad

obtenemos la ecuaciéon

es decir

w2 A(1—7)?

w— o w ~+ 2a

Despejamos a y obtenemos
3n2 —8r+4 737r2787r+4

a(w) = 22 +4(1 — 77)2w Tz _srt4
El denominador es positivo para todos los valores de 7. Las raices del numerador son

8+ /64 — 48
T=———— =

2
6 3’

2

por tanto el signo del numerador es

>0 si0<7w<2/3,
3r2 — 8+ 4 - b% s7m<?/
<0 si2/3<7w<1.
Recordando el apartado anterior, vemos que,
3n2 844 .
o(w) = Srsa W si0<m<2/3,
0 si2/3<w<1.
y, por tanto,
a(w)es creciente en w

a(w)/wes constante en w

5



Los coeficientes de aversion absoluta y relativa al riesgo son

B _U"(x) _ i
Ra(w) = v'(z) 2z

x) = 7xv”(x) _!
R (2) v'(x) 2

Como el coeficiente de aversion absoluta al riesgo es decreciente, la cantidad que el agente invierte en el
activo de riesgo es creciente con la renta. Y como el coeficiente de aversion relativa al riesgo es constante,
la fraccion de la renta que el agente invierte en el activo de riesgo es constante.

(6)

Supongamos que el conjunto de sucesos es finito C' = {cp,c1,...,¢,}, donde los sucesos estan ordenados en
orden decreciente ¢y = ¢; = ... > ¢, segun una cierta relacion de preferencias > que satisface los axiomas de
continuidad y de independencia. Sea w una funcién de utilidad que representa a la relaciéon de preferencias >.
Identificamos al conjunto £ de loterias sobre C' con el simplice de dimensién n. Probar que las soluciones de
los problemas

N :
maxu(p) y minu(p)

se alcanzan en alguno de los puntos cg, cq, ..., cy.

Solucién: Podemos suponer que

V(pOaply-”apn) = PoUp + *** + Prln
con ug > Uy > -+ > Up, Po+p1+ -+ pn = 1 entonces

w(Po,P1y---,Pn) = PoUo + -+ Dplin
< ug(po+p1+ - +pn) =uo =u(1,0,0,0)

Por lo que para toda loteria ¢ € L se verifica que u(cg) > u(c). Analogamente, u(c,) < u(c) para toda loteria
cel.

Un individuo con coche tiene w euros y se enfrenta a tres alternativas (excluyentes) sobre su futuro: (i) con
probabilidad p; sufrira un accidente pequetio, perdiendo L; euros; (ii) con probabilidad ps sufrird un accidente
grave perdiendo Lo > L; euros; y (iii) con probabilidad 1 — p; — p2 no sufrird ningtn accidente y se quedara
con su renta w.

El agente, que es averso al riesgo y maximiza su utilidad esperada, puede elegir entre dos tipos de seguros: (i)
el primero es una poliza con franquicia en la que el agente tiene que pagar r y la compania de seguros le pagara
L;—D en caso de accidente. (ii) el segundo ofrece cobertura parcial. Cuesta r y la compaifiia le pagara (1—a)L;
en caso de accidente (0 < a < 1). Supongamos que r = py(Ly — D) +pa(La — D) = p1(1 — ) L1+ pa(1 — «) Lo.
Demostrar que el individuo siempre comprara la péliza con franquicia.

Solucién:
Con el seguro 1 (seguro con franquicia) el agente se enfrenta a la loteria Lq:

w —r — D con probabilidad p;
w —1r — D con probabilidad ps
w — 7 con probabilidad ps3
mientras que con el seguro 2 (cobertura parcial) la loteria seria, Lo:
w —r — alj con probabilidad p;
w — 1 — aLy con probabilidad ps
w — r con probabilidad p3

Supongamos que su funciéon de utilidad es de la forma

w(x1, x2,x3) = pro(z1) + pav(x2) + p3v(zs)
6



con v concava y creciente (ya que es averso al riesgo).
Tenemos que

U(L) = pvw—7—D)+pw(w—71— D)+ psv(w—r)
= (p1+p2)v(w—7—D)+ psv(w—r)
U(L:) = pvlw—r—aly)+pv(w—1r—als)+psv(w—r1)

El agente prefiere Ly a Lo < U(L1) > U(Ly) &

(pr+p2)vw—r—D) > pro(w—7r—al)+pw(w—1—als)

P P2
viw—r—D) > v(w—1r—ali)+ v(iw—1—al
( ) D1+ D2 ( ) D1+ D2 ( 2)
Por otra parte tenemos que
pi(L1 — D) +pa(Le — D) = piLi+p2Lls —(p1 +p2)D
p1(1—a)ly +p2(l —a)Ly = p1Ly+ paLo — a(p1Ly + paLo)

por lo que (p1 + p2)D = a(p1L1 + apaLo).

Sea ahora q; = pfjrlpz Yy Q= plerQ;DQ por lo que ¢1 +¢2 = 1.

Como v es concava,

v(g1(w—71—al1)+ g(w—1—als)) > qv(w—1r—al)) + @v(w—1r—als)

pero
qw—r—al))+q@w-—r—al) = (¢+aq@)w-—7)—algLl +qLs)
= w—r-— L1+ poL
p1—|—p2(p1 1T P2 2)
= w—r—D
Por tanto,

vw—r—D)>quw—r—al)+ gvw—r—als)

que es lo que querfamos demostrar.

(8) Consideremos un agente con una renta inicial de m = 10 y una funcién de utilidad u(z) = In 2 sobre cantidades
monetarias. El agente consume una cantidad c de la renta hoy y ahorra el resto para consumir manana. La
tasa de interés es r = 5/100. Ademas mafana el agente recibe una renta adicional que es incierta (por ejemplo,
debido a incertidumbre en el trabajo): con probabilidad m = 1/2 recibe y + a y con probabilidad 1 — 7 = 1/2
recibe y —a,cony =5y 0 < a <5

(a) Plantear el problema de eleccion de consumo hoy, ¢, del agente.

(b) Expresar el consumo hoy c(a) y el ahorro del agente como funciones de .

(¢) Probar que ¢'(a) < 0, es decir, al aumentar el riesgo en el futuro, el agente consume menos hoy y ahorra
mas para el futuro.

Solucién:
(a) Suponiendo que las preferencias del agente sobre loterias verifican las hipotesis del teorema de utilidad
esperada, su utilidad si hoy consume c es

Vi) = Inle)+m«sn(1+r)xs(m—c)+y+a)+(1—m)«In(1+7r)x(m—c)+y—a)

21(10 — ¢) _a} i {5+ 21(10 — ¢)
2

20 50 ¢

1
= lnc—|—§ln 5+

7



(b) La condicién de primer orden es

1

21 21

¢ 620 —

y de aqui despejamos el consumo

c(a) =

(¢) La derivada es

c(a)

La grafica de ¢(«) es,

42¢ — 40 * 620 — 42c + 40«

465 5961 + 3202
42 42

80a
— <0
21961 + 3202

(9) Consideremos un inversor con una funcién de utilidad sobre dinero u(x) = z — 52%/100 definida para z < 10,
con preferencias sobre dinero del tipo utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern y una riqueza inicial
w. Supongamos que hay dos posibles estados en el futuro uno favorable y otro desfavorable. La probabilidad
de cada uno es 1/2. Supongamos también que hay dos activos. Un bono del estado que tiene un precio de 1
y paga 1 en cualquier caso. Y un activo de riesgo que cuesta ¢ por unidad y paga 2 en el caso favorable y 0

en el estado desfavorable.

(a) Calcular la funcion de demanda/oferta del activo de riesgo bajo la hipotesis de que ¢ < 1.

(b) Dibuja un diagrama de la funcién de demanda/oferta del activo de riesgo ;Es un bien normal?

(c) Supongamos que g > 1. Calcular la funcion de demanda/oferta del activo de riesgo. 7’Cambia algo si se
permiten ventas al corto (ventas negativas del activo)?

Solucién:
(a) La funcion de utilidad es Fu(zq) +

Elu]

[u(z1) + u(z2)]. La funcion de utilidad esperada es

Ju(ar) = §

Sea z la cantidad de activos de riesgo que el agente compra. Entonces y = w — gz es la cantidad de bonos

que compra. Las posibilidades son:

w—qz+ 2z y w—qz. La utilidad de este portafolio es
8



1 5
U(z) = 2((w—qz+2z)—|—(w—qz)—100[(w—qz+2z)2+(w—qz)2]>
1
= 2(2w2qz+22120[wz+q222+422+4wz2qu4qz2+w2+q2222qu])
1 5 2 2y,2
= 3 2w+2(1—q)z—m[2w + (4w — dwq)z + (4 — 4q + 2¢%)2°]
5 o 24,2
= w+(1fq)zfﬁ[w +2w(l—q)z + (2 — 29 + ¢°)2°]
Entonces U’(z) = (1 — q) — &[w(l — ¢) + (2 — 2¢ + ¢*)2] por lo que U’(z) =0 &
10 —w)(1 —gq
gy = 10800
q° —2q+2

observamos que q? — 2 +2 = (¢ —1)2+1 > 0 por lo que si ¢ < 1 entonces z(q) > 0.
(b) La derivada de z(g) es

¢ +2¢-2—-(1-¢q)(2¢—2)

z = (10—w
(q) ( ) 210y
_ (10_w)—q2+2q—2—2q+2+2q2—2q
(¢ — 29 +2)?
(¢* —2¢)(10 — w)
(¢% — 29 +2)?
= (lO—w)M<OSi <lyw<10
B (42 — 2q + 2)? =7

vemos que el activo de riesgo es un bien normal si ¢ < 1. Se puede comprobar que z”(¢) < 0si ¢ < 1 por
lo que la grafica de z (para 0 < ¢ <5 es

(¢) Sig > 1 entonces z(q) en ( 7?) es negativo. Si no se permiten ventas al corto, entonces el agente elegira
z = 0. Si se permiten ventas al corto elegira
(10 —w)(1—q)
2q)="—F—F 5"

q* —2q+2
9



si ¢ > 2 el activo no es un bien normal.

(10)

Un agente es averso al riesgo y maximiza la utilidad esperada. Tiene una probabilidad de 1/2 de sufrir un
accidente que le costara L/2. Una empresa ofrece un seguro actuarialmente justo. Para aquellas personas que
no contratan el seguro y sufren el accidente, el estado les compensa con L/2. ;Cuél sera la cantidad de seguro
que compra el agente?

Un contribuyente obtiene una renta y. Llamemos = a la cantidad que declara al rellenar su declaracion de la
renta. Suponemos que x < y y que su tipo impositivo es ¢, es decir el contribuyente declara a hacienda que
debe pagar unos impuestos de tz. Con una probabilidad p, Hacienda inspecciona al contribuyente y descubre
su verdadera renta. En este caso, el contribuyente debe pagar los impuestos correspondientes a su renta, es
decir ty, mas una multa 6(y — x) por la cantidad evadida. Si Hacienda no inspecciona al contribuyente, asume
que la declaraciéon presentada por éste es correcta.

(a) El agente tiene una utilidad sobre dinero u(x) de la que sélo sabemos que es averso al riesgo. Supongamos
que la tasa impositiva ¢ y la multa 6 estan determinadas por el parlamento. Si Hacienda desea que el
contribuyente declare su verdadera renta, ;Cual es la probabilidad minima con la que Hacienda debe
realizar la inspeccion?

(b) Suponiendo que el agente tiene una utilidad sobre dinero w(z) = v/z y que p = 0.1, t = 0.3, 6 = 2,
y = 20.000 euros, calcular la cantidad evadida por el agente.

Solucién: Solucién:
(a) El agente se queda con la renta y —ty — 0(y — x) = (1 — ¢t — 0)y + Oz con probabilidad p e y — tx con
probabilidad 1 — p. Por lo que, si declara que su renta es x, su utilidad esperada es
V(z) =pu((1—t—0)y+0x)+ (1 —puly — tx)
Su objetivo es maximizar esta funcién. La condicién de primer orden es
<0 sizx*=0,
V' (z*) =0 si0<z*<y,
>0 six*=y.
Se comprueba facilmente que V' (x) es concava y la condicion de primer orden es suficiente para un maximo.
En particular, para que el maximo se alcance en z* = y deber verificarse que

V/(y) = pou’ (1 —t — )y + 0z) — (1 — p)tu’(y — ta)|aey > 0
es decir,
pou’(y +ty) — (1L — p)tu’(y — ty) = (pf — (1 —p)t)u'(y —ty) > 0
Como u/(y + ty) > 0, debe verificarse que
pd—(1—p)t >0

es decir,
t

>7
P=93

(b) Vemos que
t
p=01< " =13

0+t
por lo que la solucién es interior. La condicion de primer orden (calculada en el apartado anterior) se
reduce a
pou' (1 —t —0)y + 0z) — (1 — p)tu/(y — tx) =0
es decir
b _(d-p)t

V(A —t=0y+60x) y-—lz

o sea,

p20%y — p?0*te = (1 — p)°t2(1 —t — O)y + (1 — p)*tx
10



de donde 242 ( )2 2( 0)
. DO —(1Q-p)t(1-t—
= ~ 17081.1
. P20t + 0(1 — p)2¢2 Y

(12) Un agente con una funcion de utilidad de Von Neumann-Morgenstern sobre dinero u : R — R derivable dos
veces es averso al riesgo (u” < 0). El agente organiza una fiesta. La recaudacion depende del tiempo que hara
ese dia. Sino llueve la recaudacion sera de y euros, mientras que si llueve sera de z euros (suponemos z < y).
La probabilidad de que llueva es p. Una compania de seguros le ofrece un seguro con cobertura parcial: El
agente paga una cantidad gz por el seguro y la compaiia le paga la cantidad (y — 2)x si ( y solo si) llueve.

(a)
(b)

Probar que el agente elige un seguro completo x = 1 si el precio del seguro es actuarialmente justo, es
decir si ¢ = p(y — 2).

Probar que si el precio del seguro no es actuarialmente justo, es decir si ¢ > p(y — z) entonces el agente
elige asegurarse solo parcialmente = < 1.

Solucion:

(a)

La funcion utilidad esperada del agente es
V(z) = pu(z — gz + (y — 2)z) + (1 — p)uly — qx)
donde x es la cantidad de seguro que compra. La condicién de primer orden es
Vi(z) =ply — 2 — @u'(z — gz + (y — 2)z) — (1 — p)qu'(y — qz) =0
es decir
ply —z—q)u'(z —qu + (y — 2)z) = (1 - p)gu'(y — qz)
Como, ¢ = p(y — z) tenemos que
y—z—q=01-p)y—2)
por lo que la condiciéon de primer orden es equivalente a
p(1=p)(y —2)u'(z — gz + (y — 2)z) = (1 = p)p(y — 2)u'(y — qz)
Y como 0 < p <1y z <y, esta ecuaciéon es equivalente a
u'(z—qr+ (y — 2)z) = u'(y — qz)
Como la funcioén es estrictamente concava, tenemos que ' es estrictamente decreciente y debe verificarse
que
z—qr+(y—z2)r=y—qz
es decir,
=1
Supongamos ahora que g > p(y — z). Entonces,
y—z—q<y—z—ply—z)=Q1-p)y—=)
Y, de la condicién de primer orden,
(1=p)qu'(y — qz) = ply — 2 — Qu'(z — gz + (y — 2)x)
obtenemos
(1 =p)p(y — 2)u'(y — qz)(1 = p)ply — 2) < u'(z — gz + (y — 2)x)

(vaque ply —2) <qyy—2z—q<(1-p)y—2)).
Es decir,
W(y —qz) <u'(z —qz + (y — 2)z)

Y como v’ es estrictamente decreciente, debe verificarse que

z—qr+(y—2)z<y—gqx
es decir,

(y—z)z<y—z

por lo que

<1
11



(13) Consideremos un agente con unas preferencias sobre dinero representadas por la funcion de utilidad « y unas
preferencias sobre loterias que verifican los axiomas del Teorema de la Utilidad Esperada. Su riqueza inicial
es w. Tiene la oportunidad de participar en la loteria nacional con un premio total de P. Si gasta x unidades
monetarias en la loteria su probabilidad de ganar el premio es 7 = x/P. (Suponemos que nunca gastara una
cantidad de dinero mayor que el premio, es decir 0 < x < P)

(a) Calcular las condiciones de primer y segundo orden del problema. Determinar si el agente gasta una
cantidad positiva en la loteria o no, dependiendo de si es averso al riesgo (u” < 0) or amante del riesgo
(u” > 0). (Sugerencia: Interpretar graficamente las condiciones de primer orden)

(b) Calcular la cantidad 6ptima xg de loteria comprada para el caso en que u(z) = —e~%. (Este apartado es,
en principio, independiente y mucho maés facil que el anterior)

Solucioén:
(a) Si el agente gasta x unidades monetarias en la loteria entonces su utilidad esperada es

Viz)=rmu(w+ P —z)+ (1 — m)u(w — x)

con m = x/P. Por tanto, su utilidad es

Via) = Sulw+ P —2)+ (1~ S)ulw — o) = Sufw+ P —z) + (*°

Podemos utilizar, de manera equivalente, la utilidad (Por abuso de notacién utilizamos el mismo nombre)

V(z) =zu(w+ P —2)+ (P —2)u(w — x)

Ju(w — x)

La derivada primera de V es
Viz)=uwlw+P—x)—au'(w+ P —2z) —u(w—2z) — (P —2)u'(w—x)
y la derivada segunda
V'(z)=—-u'(w+P—2z)—u'(w+ P —x)

+au" (w+ P —x)+u(w—2z)+u(w—2x)+ (P—2)u(w—x)

=2 (w—2)—v(w+P—x))+zu(w+P—x)+ (P—x)u'"(w—x)
Para que x = 0 sea una solucién debe verificarse que,

V'(0) = u(w + P) — u(w) — Pu'(w) <0

Esta condicién se puede escribir como

P) —

uw+ P)—ulw) _
P

Si, por ejemplo, u” < 0, entonces se verifica que

o (w) > u(w + PF)) — u(w)

y, por tanto, z = 0 es un maximo local. También es un maximo global. Ya que, como u es (estrictamente)
céncava, para cualquier 0 < z < P,

Viz) = %u(w +P—2)+(1- %)u(w —z)

<u<%(w+P—x)+(1f%)(w71)) = u(w) = V(0)

En cambio si v/ > 0, entonces
u(w 4+ P) — u(w)
P
y « = 0 no puede ser un méximo local. El agente compra una cantidad positiva de loteria en este caso.

o (w) <

12



(b) Como la funcién de utilidad es estrictamente concava, por el apartado a), el agente compraria 0 unidades

de loterfa.
Otra forma de probar esto, seria la siguiente. La utilidad esperada del agente (después de multiplicar por
P) es
V(z) = —ze P (P —g)e vt®
La condiciéon de primer orden es
V(z) = —e W PTT _gemwPrT 4 pmwtr (P g)emwte

= wt? (—e_P—a:e_P—i—l—P—i—x) =0

Como e~“*% > (), entonces
—e P —ze P41 -P+2=0
es decir, V' se anula en el punto
e P +P-1
1—e P
Por el apartado a), V/(0) < 0. Asi que V'(z) <0si0 <z <xzoy V'(z) > 0siz >z Por tanto, z( es

un minimo.
El méaximo se alcanza en un punto extremo: 0 6 w. Vemos que

V(0)=—Pe™"
V(w)=-we f —P4+w

Trog =

y el maximo se alcanza en 0, si we™" + P —w > Pe™™, 6 en w, si se verifica la desigualdad contraria.
Para determinar cuél de ellas se verifica consideramos la funcion

fit)=—te ™ —P+t+ Pe?

y observamos que

f(w) = —we ™ = P+w+ Pe " =V (w) — V(0)

f(P)=—-Pe " — P+ P+ P =0

f(0)=—P+P=0
Ademas,

ffity=—eP+1-Pe ", f'(t)=Pet>0

por tanto f es estrictamente convexa. Suponemos ahora que 0 < w < P (Es razonable suponer que el
premio de la loteria es mayor que la renta del individuo). Entonces, Como f(P) = f(0) =0,0<w < P
y [ es estrictamente convexa, tenemos que f(w) < f(P) = f(0) = 0, es decir, el maximo se alcanza en 0.

(14) Consideremos una economia con dos activos. Un bono del estado que paga 1 en cualquier estado y un activo
de riesgo que paga a con probabilidad 7 y b con probabilidad 1 — w. Supongamos que las demandas de los
activos son, respectivamente, x1 y x2. Supongamos que el agente tiene preferencias del tipo von Neumann—
Morgenstern y es averso al riesgo. Su riqueza inicial es 1 y éstos son también los precios de ambos activos.

(a) Dar una condicion necesaria en a y b para que la demanda del bono sea positiva.

(b) Dar una condicion necesaria en a y b para que la demanda del activo de riesgo sea positiva.
Asumiendo que las condiciones obtenidas en (a) y (b) se satisfacen,

(¢) Escribir las condiciones de primer orden del problema de la maximizacion de la utilidad del agente.

(d) Suponiendo que a < 1, probar que dzy/da < 0.

(e) Calcular el signo de dx;/dm.

Solucién: Supongamos a # b
(a) Si min{a,b} > 1, entonces el activo de riesgo paga en todos los estados al menos lo mismo que el bono
y en un estado paga algo estrictamente mayor por lo que el agente no comprara el bono. Una condicién
necesaria es que min{a, b} < 1.
13



(b)
()

Sima+(1—m)b < 1, entonces el valor esperado del activo es menor que los pagos del activo sin riesgo. Si el
agente es averso al riesgo no comprara el activo de riesgo. La condicién necesaria es que ma+ (1 —m)b > 1.
La restricciéon presupuestaria del agente es w = x1 + 2, despejando obtenemos x2 = w — x1 por lo que la
loteria a la que se enfrenta el agente es:
x1 + a(w — x1) con probabilidad
21 + b(w — x1) con probabilidad 1 — 7

La utilidad del agente es
U(z1) = mu(z1 + a(lw —z1)) + (1 — m)u(z; + blw — x1))
y la condicion de primer orden es
U(x1) =7/ (21 +alw —21)) (1 —a) + (1 —m)u/(z1 + b(w — 21))(1 —b) =0

Fijamos b. Supongamos que a < 1 y que es variable. En este caso la solucién de las condiciones de primer
orden definen implicitamente a x1(a) como funcion de a. Derivando implicitamente queda
dU’ (x1(a))

da
= mu’(z1+alw—x1))(1 — a)[m’l(l —a)+w— 1]
— (1 +alw—z1)) + (1 —m)u" (21 + blw — 1)) (1 — b) [z} (1 — b))
= 71(1—a)*u"(z1 +a(w —z1))2) + 7w —21)(1 — a)u” (z1 + b(w — 1))

' (1 4+ alw —21)) + (1 —7)(1 = b)*u” (21 + b(w — 21))z, =0

0 =

Despejando ) (a) queda

mu' (x1 + alw —21)) — 7w — 21)(1 — a)u” (x1 + alw — 1))
(1 —a)?u(x1 +a(lw—121)) + (1 — 7)(1 — b)%2u"’(z1 + b(w — x1))

Teniendo en cuenta que a < 1, v/ > 0 y v < 0 vemos que

zi(a) <0

i (a) =

Ahora suponemos que a y b son fijos y 7 es variable. En este caso, 1 (7) definido por las condiciones de
primer orden ( ??) es una funcion de 7. Derivando implicitamente respecto a m obtenemos

0 = u(z1+alw—z1))1—a)+ru"(z; + alw—21))(1 — a)’z)

— Wz +b(w—21))1 = b) + (1 —m)u’ (z1 +blw—21))(1 — b))
Despejando z (7):
w(z1 +bw—x1))(1 =) —u(z1 + alw —x1))(1 —a)
mu(z1 + alw —21))(1 —a)? + (1 — m)u" (x1 + b(w — 1)) (1 — b)?

Por el apartado (b) ma + (1 —7)b > 1. Como a < 1, debe ocurrir que b > 1, es decir 1 — b < 0. Teniendo
en cuenta esto vemos que

y(m) =

zy(m) >0

(15

) Supongamos que un individuo tiene preferencias dadas por la funcion de utilidad uy (z1, x2) = mov(z1)+m2v(22)
con 71, m > 0, m; + T = 1. Supongamos que v’ > 0y que v/ < 0. Probar que si el individuo est4 indiferente
entre los puntos (z1,22) v («},z}) entonces preferira estrictamente el punto

Az1 + (1= Nz, Azg + (1 — N)ab) 0<i<1

a cualquiera de los dos anteriores.

Solucién: Como v’ > 0, v/ < 0, la fucion v es creciente y concava. Entonces,

v(Az; + (1 = N)xh) > () + (1 = Nv(x))
14



por lo que
uy( Ay + (1 = N2, Az + (1 = Nay) = mo(Ary + (1 — N)a)) + mev(Aze + (1 — N)ab)
> m(Av(z) + (L= Mv(@))) + ma(Mv(w2) + (1 = Nv(z))
= A[myo(a1) + mv(w2)] + (1 = Mmu(2)) + mo(a5)]
Como el agente esta indiferente entre (z1,x2) y (], 25) entonces
mv(z1) + mov(xe) = mv(x)) + mev(zh) = A
por tanto,
ur( Az + (1= Nz, Aee+ (1= N)ah) = M+(1-NA=A
= muo(z1) + mu(xs)
= mu(x)) + mv(zh)

es decir, el agente prefiere (Axy + (1 — N)ad, Axa + (1 — N)ah) a (21, 22) y (27, 25).

Teorfa del arrepentimiento: Supongamos dos loterfas © = (x1,z2,...,25) vy ¥y = (y1,¥2,...,ys). Cada uno de
los sucesos ocurre con probabilidades 7, mg,...,ms. El arrepentimiento esperado con la loteria x respecto de
la loteria y es

5
A(z,y) = Zﬂ'sh (max{0,ys — s})
s=1

donde h es una funcién creciente. Es decir, h mide el arrepentimiento del individuo al elegir x una vez sabe
cual ha sido el estado resultante. Se dice que x es tan bueno como y en presencia de arrepentimiento si

Az,y) < Ay, x).
Supongamos que hay tres estados, que 3 = mo = m3 = 1/3 y que h(x) = y/z. Considerar las loterias
x=(0,-2,1)
y=1(0,2,-2)
z=1(2,-3,-1)

Probar que el orden de preferencias inducido sobres estas tres loterias no es transitivo.

Solucién: Un calculo sencillo demuestra que
3A(z,y) =0+ VA+0=2
3A(y,z) =0+0+V3=V3
por lo que y es tan bueno como x. Por otra parte,
3A(z,2) =V2+0+0=v2
3A(z,2) =0+ 14+V2=1+2
por lo que x es tan bueno como z. Finalmente,
3A(y,2) = V24+0+1 =142~ 241421
3A(z,y) =0+ V5 + 0 ~ 2.23607

por lo que z es tan bueno como y.

(17)

Supongamos que un agente tiene una funcion de utilidad sobre dinero u(x) = 2% 4+ ax con a < 0, definida
para x < ;—al, con preferencias sobre dinero del tipo utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern. Probar
que para toda funciéon de distribucion F,

U(F) = (0(F) + u(F)?) + au(F)
donde
WE) = [2dr )= [ (o= u(E)? aF



es decir, la utilidad sobre una funcion de distribucién estéa determinada por la media y la varianza de la dis-

tribucion.
Solucion:
UF) — / w(z) dF = / (az + ) dF
= a/xdF+/x2dF
= ap(F)+0*(F)+ p*(F)
ya que

(¢ — p(F))* dF
(2% — 2u(F)x + p*(F)) dF

22 dF — QM(F)/xdF+u2(F)/dF

Il
— S~

22 dF — 2pu(F)? + p2(F)

x? dF — 1% (F)

(18) Calcular las siguientes integrales de Riemann—Stieltjes:
(a) f03 x d([z] — ), donde [z] representa la parte entera de x, es decir el mayor entero mas pequeno que z.
(Por ejemplo [3/2] = [1.5] = 1). (Este ejercicio es muy facil si se representa correctamente la funcion
z —[z].)
(b) [7° a?dF(z), siendo
0 siz <1
1/3 sil<z<6
5/6 si6<x<10
1 sil0 <.

() [y e = d(a?).

Solucion:

(a)
3 3

= a:x—xs— |l — X i

/Oxdw—x) = o(ja] - o)} /0(” )d

(b) Sean a < 1, b > 10,
b

/ab 22 dF (z) = 2* F(x)|z — 2/{1 zF(x)dx

— B2F(b) — a®F(a) - [2 / P (e) da

0

12 /j (@) do+2 /j oF (@) do+ 2 /jmx) dx]

16



F(z)=0sia <z <1, etc.
b

0,
b 1 10 g
2
/m dF(z)=b 2/ - dm+2/ fxdx—|—2/ rdx
a 1 3 6 6 10

teniendo en cuenta que F(b) =1, F(a) =

6 10
1 5
_ 12 _ 2 2 2
=b - g2®| - g’ -2,
1 1 5 5
=b% - 2624+ = — 210° 62 — b2 + 102
3 +3 60 T +
1 1 1
~ 4+ 262 102
373" 7%

(c) Sea b >0,

b b
_ b _
/ e % da® = z%e ‘T|0+/ z?e " dx
0 0

Integrando por partes, obtenemos que

/m2e*$ de = —2%e™® + 2 / ze Tdx
=_—z%2e " 42 [—we‘r + /e_z dx}

= g% " — e ¥ — 2T+ C

Por tanto,

b
_ 2 —gb 2 _gb —z|b —z|b
/0 =—a%e | —ate " 2xe |0 2e |0

de donde,

(19) Supongamos que u(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y que F(z) tiene una derivada continua
F'(z) = f(x) en ese mismo intervalo. Probar que

/ab u(z)dF(z) = /abu(x)f(x) dz.

Aplicar este resultado para calcular otra vez fooo e " d(z?).

Solucion:

b b
/ w(z) dF = u(z)F(z)[2 — / o ()P (z) do
Integrando por partes,

b b
/ o ()P (z) do = w(z)F ()]’ — / (@) f(z) dz

y sustituyendo este valor en la primera férmula,

/ab u(z)dF = /ab u(zx) f(z) do

17




(20) Supongamos un agente averso al riesgo con una funcion de utilizada u(z) sobre cantidades monetarias. Dada
una loteria F' se define la prima de riesgo, para el agente u, como el nimero 7, (F, w) definido por la ecuacion
u(w = mu(Fw) = [ ulw+2)dF(:)
R
Probar que si otro agente con una funcién de utilidad v(x) sobre cantidades monetarias es mas averso al riesgo
que u entonces m,(F,w) > m,(F,w) para toda loterfa F' y para toda cantidad monetaria w. (Sugerencia:
utilizar la desigualdad de Jensen: si g es una funcion concava, entonces [ g(z) dF(z) < g ([ zdF(2)).)
Solucién: Como v es mas averso al riesgo que u, podemos encontrar una funcién g, concava, creciente y
tal que v(z) = g(u(x)). Dada una loteria F' y una cantidad monetaria w se verifica que
v(w — 7, (F,w)) = / v(w + z)dF(z)
R
= / g(u(w+ 2))dF(z) (desigualdad de Jensen))
R
<g (/ (u(w + z))dF(z))
R
= g (u(w —my(F,w)))
=v(w — 7y (F,w))
y como v es creciente debe verificarse que w — m, (F,w) < w — 7, (F,w), es decir m, (F,w) < 7, (F, w).
(21) Consideremos un agente con una funcion de utilidad sobre cantidades monetarias

—TrT

u(z) = —e

donde r es el coeficiente de aversion absoluta al riesgo del agente. Las preferencias sobre loterias F' de este
agente verifican las hipotesis del Teorema de la Utilidad Esperada:

V(F) :/Ru(z) dF(z)
2

Calcular V(F') cuando la funcion de distribucion de una loteria F' es una normal de media p y varianza o°.
Es decir, la funcién de densidad de F es

1 —(z—w)?

fw) = — e~

f@) = — e
Xr) = ———e 20
oV 2w
por lo que
-1 _ —(z—w)?
V(F)=——== [ e ™ e 22 dx
oV2m Jr
-1 N
= e "2 dx
oV2m Jr
-1 -1 2)2, r202
_ 827(37—/1"!‘7"0 ) + == —ur dx
oV2r Jr
2 _2
_er 20 —pur 7(1-7/_¢+7‘<72)2
=—-[ e 202 dx
oV22r R
7‘20'2
= —e 2 —HT

18



ya que

—(m—;t+ra2)2
/ e 202 dr = oV 2w
R

Consideremos un agente que maximiza la utilidad esperada y con una funcion de utilidad u(z) sobre cantidades
monetarias que es derivable, estrictamente creciente y estrictamente concava. El agente evaltia un activo cuyo
pago en el futuro ser realiza segtin una funcién de distribucién normal con media u y varianza o2. Por tanto,
la funcion de densidad de pagos del activo es

1 —(2=)?

f(:l?) = 0_\/%6 202

Entonces su valoracion del activo se puede representar por la funcion
o(u,0?) = / u(zx) f(x) dz
R

(a) Probar que o(u,0?) es creciente en .
(b) Probar que ¢(u,0?) es decreciente en o
(Suponer que

2

s / —z? _ 3 / —z2 _
zglzloo u'(z)e™™ = IBTOOu (x)e™™ =0)

Solucion: Resolucién: Haciendo el cambio de variable
T —p
o

t= o xz=ot+pu

vemos que

—(a: ;l/

1
o) = —— u(x) d:c
o, 07) U%/

2
5 / u(ot+ p)e= dx
V2m

Derivando respecto a u,

2
(ot+pe=2 de>0

0u \/ﬂ/

va que el integrando es positivo, por ser u estrictamente creciente.
Derivando respecto a o obtenemos

— (ot + p)te™= = d:c
30 V2T / M
—1 —t2

= ——u (ot+ pu)e 2
%( 1)

donde hemos integrado por partes haciendo

2
—/u”(at—i—u)eT dx
™ JR

2
v=1u(ot+p) du=te= dx
2

dv=ou" (ot +p) u=—e=

Pero
42 .2
lim u/'(ct+pe= = i w "(ot+p)e= =0

T——00 ——+00

por lo que

2
(ct+pe= de<0

v L

porque u”(-) < 0.
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(23) Consideremos el conjunto de loterias con tres premios: 100, 200 y 300. Fijemos una loteria m = (71, 7o, 73).
En el simplice de probabilidades, dibuja las loterfas que dominan a la loterfa 7 estocasticamente de primer
orden.

Solucién: Dada una loteria p = (p1, p2, p3) cualquiera, la funcion de distribucion es

0, si x < 100;
F(z) = T, si 100 < o < 200;
p w1 + me, si 200 < x < 300;
1, si x > 300;

Para el caso de la la loteria 7 la representacion grafica de su funcion de distribucion F; es

W+ T

100 200 300

La loterfa p domina a la loterfa 7 estocasticamente de primer orden si la grafica de F), estd por debajo de la
grafica de Fi. Esto ocurre si se dan las dos condiciones siguientes

P1 US|

<
p1+p2 < m A+

Graficamente la condicién p; < 77 es

P2

Py
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y la condicion p; + pa < 7 + 7o €s

P>

Py

por lo que las loterias que dominan a a loteria 7 estocasticamente de primer orden son las siguientes

P2

Py

(24) Supongamos que hay dos agentes cuya funcién de utilidad sobre cantidades monetarias es v(z) = y/z. Cada
uno de ellos tiene una casa cuyo valor es m. Cada agente se enfrenta (independientemente de lo que le ocurra
al otro) a una probabilidad de 1/5 de que haya incendio y la casa quede destruida totalmente.

En el pais A la regulacion estipula que, en caso de incendio, cada agente tiene que asumir sus propias
pérdidas. En el pais B la ley obliga a que los gastos de los incendios se repartan equitativamente entre los
vecinos.

(a) ;Cuél es el valor monetario esperado en cada uno de los paises?

(b) (En qué pais elegirian construir su casa los agentes?

(c¢) Razonar si la respuesta a los apartados anteriores sigue siendo valida para cualquier funcion de utilidad
concava sobre cantidades monetarias v(x) y cualquier probabilidad de incendio .

(d) Supongamos que un inmigrante se instala en el pais A y otro en el pais B. jEn cuél de los dos paises
mejoran (estrictamente) los nativos originales?

Solucién:
(a) Las loterias en cada pais son
21



1/5

4/5

Pais A

El valor esperado en el pais A es

0><1+ ><4 ><4m
ZomX - = X—
) 5 5)

mientras que en el pais B el valor esperado es

Oxi_'_mxé_i_mxg—leim
25 2 7 925 25 5

(b) La utilidad esperada en el pais A es

1 4
vA = gv(()) + gv(m)

y la utilidad esperada en el pais B es

= %U(O)—F 257 (; X 0—|—% xm) +£U(m)
> %U(O) + 28—5 BU(O) + ;um)} + %}(m)
= <215+245> ( )+<245+;§)U(m)

1

Graficamente,

1/5
-m/2

4/5

Pais A Pais B
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por lo que cualquier agente averso al riesgo, prefiere vivir en el pais B.

(¢) La respuesta es la misma que en el apartado anterior.
(d) Gréaficamente,

Apartado d: Tres agentes

m/3

2m/3

Apartado d: comparacién con dos agentes. Pais B

0 -m/3
1/3
m/3
2/3 +mi6
-m/6
213
2m/3
1/3 i3
m

= 2 agentes
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