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(1) Sea la funcién f(z

(a)
(b)

\/m Se pide:

Representa la graﬁca de f(z) hallando previamente el dominio, las asintotas, los interva-
los de crecimiento y decrecimiento, extremos locales y/o globales y la imagen de f(z).
Considera la funcién f(z) restringida al intervalo [0, 2]. Dibuja la gréfica de

f~1(x), hallando previamente el dominio, la imagen, los intervalos de crecimiento
).

Sugerencia para a: basta calcular la asintota, si existe, en co. En —oco se haria igual.
L(z). Ademas, los

y decrecimiento y los puntos fijos de f~

Sugerencia para b: no intentar hallar la expresion analitica de f~
puntos fijos de una funcién y su inversa son los mismos.

0,6 puntos apartado a); 0,4 puntos apartado b).

El dominio es toda la recta real.

No hay asintotas verticales, pues la funcién es continua en todos los puntos.

) i W——.
«/ (1—-2a)/z+ 1z

Por otra parte, hay asintota oblicua en oo, pues hm
lim f(z)+z= lim [{
xr—>00 xr—>00

1z —14+1

T

Por otro lado, x2(1 — :c) +a)= hm

= zhjlm s =2 = ( por la regla de L’'Hopital)
(13— DA 2/3 _
25 12 = s/ =) =1/8
Por tanto, la recta y = —x + % es la asintota oblicua en oo.

Andlogamente, la misma recta es la asintota oblicua en —oo.

Por lo anterior, no hay asintotas horizontales, ni extremos globales y, al ser la funcién
continua en toda la recta real, su imagen es también toda la recta real.

En cuanto a la monotonia de la funcién, la derivamos y obtenemos que, si x # 0:
f@) = L -
[ es creciente en [0, 2], pues f '(z) > 0 en (0, 3).

00), pues f'(z) <0 en (—00,0) y en (2, 00).
2

Luego f alcanza un minimo local en x = 0 y un méximo local en z = 3.

Asi pues, la gréfica de la funcién f(z) serd, aproximadamente, como la primera figura:

23)72/3(22 — 322), de lo que se deduce que

[ es decreciente en (—00,0] y en [2,
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b) Partimos de la funcién f(z), continua y creciente en [0, 2] y con imagen [0, v/4/3].
Por lo tanto, la funcién inversa seria continua y creciente y tendria como dominio
el intervalo [0, v/4/3] y su imagen serfa el intervalo [0, 2].

Por 1ltimo, los tnicos puntos fijos de f son z = 0,2 = %, pues f(z) =z <
= (P(l-2) B =z=2?(l-2)=2<=1-az=z02=0<=2=3502=0.

Asi pues, la gréfica de la funcién f~1(x) serd, aproximadamente, como indica la segunda figura.



(2) Sea y = f(z) la funcién definida de forma implicita cerca del punto (1,1) a partir de la
ecuacién: 2y + e*~Y = 3. Se pide:
(a) Hallar las derivadas primera y segunda de la funcién f en el punto x = 1,y = 1.
(b) Hallar la recta tangente y el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f en
el punto (1, 1). Representar la grafica de dicha funcién cerca de ese punto.

0,4 puntos apartado a; 0,6 puntos apartado b

a) En primer lugar, derivamos la ecuacién:
2y + e Y(1—y')=0.
Sustituyendo en dicha ecuacién x = 1,y = 1 se obtiene:
2y +1—y =0y = -1.
Derivando de nuevo la ecuacién sin hacer las sustituciones:
2" +e"Y[(1—y)? —y’] =0
Sustituyendo en dicha ecuacién z = 1,y = 1,y = —1 se obtiene:
Y +4=0=y" = —4.

b) La recta tangente tendra como ecuacién:
y=14(-1)(z—-1)=—-z+2.
El polinomio de Taylor de orden 2 tendrd como ecuacién:
y=1+ (D@ -1)+5(-4)(z - 1)°
Por tanto, la funcién implicita serd decreciente y céncava cerca del punto x = 1,

y su gréfica serd, aproximadamente, asi:




(3) Sea C(x) = 0,0lax? + 2z + a la funcién de costes y p(z) = b — 2z la funcién (inversa) de

demanda de una compania monopolista. Se pide:

(a)
(b)

Hallar, en funcién de a > 0, la produccién xy que minimiza el coste medio de dicha compania.
Supongamos ahora que a = 100 y b > 2. Hallar, en funcién de b, la produccién z; que maximiza el
beneficio de dicha compania.

Observacion: la produccién de los diversos apartados puede depender, o no, de los diversos
parametros.

1 punto

C(z)

x
Derivando esta funcién, obtenemos:

)

independientemente del pardmetro a.

En primer lugar, sea =0,0lax+ 2+ % la funcién de costes medios.
x

) =0,0la — — = 0 <= 2% = 100 <= @ = 10
T
C
Observando que la funcién de costes medios es convexa, pues (ﬂ)” > 0,
T

el punto critico serd el inico minimizador global de los costes medios.

Como a = 100, la funcién de beneficios es:

B(z) = I(z) — C(x) = bz — 22% — (2® + 22+ a) = —32% + (b — 2)x — 100
el punto critico x1 de dicha funcién de beneficios sera:

B/(l'l) =—0621+b—2=0<x1 = (b—2)/6

Y, observando que la funcién de beneficios es céncava, pues B”(z) < 0,

el punto critico serd el inico maximizador global de los beneficios.



(4) Sean a,b ntmeros reales y consideremos la siguiente funcién definida a trozos
4ae™ siz <0
flz)y=< 2 siz =0 . Se pide:
2Vz+b siz>0
(a) Discutir, segun los valores a, b, cuando la funcién anterior es continua en toda la recta real.
(b) Discutir, segtin los valores a, b, cuando la funcién anterior es derivable en toda la recta real.

1 punto

a) Para cualquier valor a, la funcién es continua en x < 0.
Ademss, en x = 0, la funcién es continua por la izquierda si se cumple que:
lim f(z) = f(0) < 4ae® =2 < a= 1.
x—0~
Por otro lado, la funcién es continua si 2 > 0 cuando b > 0.
Y, en particular, f es continua en x = 0 por la derecha si se cumple que.
lim f(z) = f(0) <= 2vb=2<=b=1.
z—0t

Luego se cumple que f(x) es continua en todo x cuando a = %, b=1.

b) Desde luego, cuando x # 0 la funcién anterior es derivable si b > 0 pues, en un entorno
de dicho punto la funcién coincide con una exponencial o una raiz cuadrada.
En cuanto al punto x = 0, vamos a calcular las derivadas laterales, utilizando
que la funcién es continua en dicho punto cuando a = %, b=1.

5

f2(0)= lim f'(z)= lim 4a?e*® = 4a%e’ = 4a? =1
rz—0" rz—0"

Fi0) = lm f @)= lm

2
e —
m—>0+2\/17—|—1

Luego la funcién sera derivable en todo punto cuando a = %, b=1.



(5) Se considera el conjunto A limitado por las gréaficas de las funciones y = 2%,y = —ze* "2+ 10

y las rectas x =0, x = 2. Se pide:

(a)
(b)

Representar el conjunto A y hallar los maximales y minimales, maximo y minimo de A, si existen.
Calcular el area del recinto anterior.

Sugerencia para a: el orden de Pareto viene dado por: (zg,y0) <p (z1,y1) <= 20 < 21,90 < Y1.
Sugerencia para b: no intentar calcular exactamente los valores pedidos, basta dejarlos indicados.

1 punto

La funcién f(x) = 23 es positiva y creciente en el intervalo [0, 2],

y la funcién g(x) = —xe®=2 + 10 es decreciente en el mismo intervalo

(pues basta comprobar que ¢'(z) = —e~2e*(z+1) < 0) y positiva en dicho intervalo, pues g(2) > 0.
Ademas, como f(0) =0 < 10 = ¢(0), f(2) = 8 = ¢g(2), el conjunto A tendra una forma, aproxi-
madamente, asi:
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Obviamente, por el dibujo se deduce que
{maximales(A)} = {(z,y) : 0 < 2 < 2,y = —ze® 2 4+ 10} = médximo (A) no existe.
{minimales(A4)} = {(0,0)} = { minimo(A)}.

El drea solicitada es la que queda debajo de la funciéon exponencial y encima de la

potencial, limitada por las rectas verticales z = 0,z = 2.
2

El 4rea pedida es, por tanto: [(—ze® %4 10 — 2%)dx
0

Integrando por partes:

Jzetdx = ze* — [e*dx = (x — 1)e”, luego
J(—ze®™2+ 10 — 23)dx = —e~? [ we®dx + 10z — [23de = —e 2(x — 1)e” + 10z — 2t /4.

Por tanto, aplicando la regla de Barrow, se obtiene que el area pedida es:
2

J(—ze* 2410 — 23)de = [—e 2(z — 1)e® + 10z — 2 /4 = —e72(2 - 1)e? +20 — 2% /4 — e 2
0
=-1+20—-4—e2=15— ¢ 2 unidades de 4rea.



(6) Dada la funcién f(z) =

(a)
(b)

x
—— definida en [0, 2|, se pide:
14 22 [0,2] P

Hallar los extremos locales y globales de la funcién en dicho intervalo.
Justifica tu respuesta enunciando los teoremas que utilices.

Sin calcular ninguna integral, halla la mejor aproximacién, mediante nimeros

2
x
racionales, por defecto y por exceso, de la integral / mdw
x

Sugerencia para b: no hallar la primitiva; utilizar la informacién del apartado anterior y dibujar la
grafica de f.
1 punto

f(z) es una funcién continua en el intervalo [0, 2], cerrado y acotado, luego por
el teorema de Weierstrass se deduce que la funcion alcanza sus extremos globales en dicho intervalo.

2
Como f'(z) = 1-

m =0<=z=1,siz€]0,2], se deduce que el tinico extremo local posible

es dicho punto.

Como f'(z) > 0si 0 < x <1, se deduce que f es creciente en el intervalo [0, 1].
Como f’(z) <0sil <z <2, sededuce que f es decreciente en el intervalo [1,2].
Por lo tanto, se deduce que:

i) f alcanza un méximo local y global en z = 1.

ii) como f(0) =0, f(2) = 2, se obtiene que f alcanza su minimo global en z = 0.

Observacion: si se quiere, f alcanza también minimos locales en x =0y x = 2.

La grafica de f serd, aproximadamente, asi:

1/2
2/5 7

Por el dibujo anterior se observa lo siguiente:

. 1 . 1 € 1
)0< f(z)<gsize(0,1)=0< mdz<§.

x
ii) 2 < f(z) < 3 six€(1,2):>%<fl2mdx< 1.
Luego sumando las desigualdades anteriores se deduce que:
2 1z 2 X _ 2z 1,1
% es la mejor estimacion por defecto.

Andlogamente, 1 es la mejor estimacién por exceso.

Por tanto, obtenemos que



