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2—4(z—4)? si3<z<4
1. Sea la funcién f(z) = (@ )2 sz =T . Se pide:
244(x—4)* si 4<x<5b

a)

Hallar la imagen (o recorrido) de f y calcular la funcién f~!, inversa de f.

b) Representar la funcién inversa f~!, precisando su dominio e imagen.
Sugerencia: dibujar la grafica de f, estudiando si es creciente o decreciente.
1 punto
a) La funcién anterior es continua y creciente, tomando los valores f(3) = —2, f(5) = 6.
Por lo tanto, la imagen es [—2, 6].
En cuanto a la inversa de f, consideramos primero f definida en el intervalo [3,4], cuya imagen es el
intervalo [-2,2].
2 2— N
y=2— Az —4)? = (x74)2:Ty<:>x74:— Ty<:>:c:4f > Y.
. -1 2—x
Es decir, f~!(z) =4 — , cuando z € [—2,2].
Andlogamente, consideramos f definida en el intervalo [4,5], cuya imagen es el intervalo [2,6].
-2 -2 -2
y=2+4(x —4)? = (x—4)2:yT<:>x—4: yT:}xzél-i- y2 ;
Es decir, f~!(z) =4+ %, cuando z € [2,6].
V2=
i 14— 2“: si —2<x <2
En definitiva, f~"(z) =
’ Va—2
4+ Y= si 250 <6
b) Para representar la grifica de f~!, es suficiente tener en cuenta que, como f es creciente, también

lo sera su inversa.

Ademds, debe tenerse en cuenta que el dominio de la inversa es el intervalo [-2,6], su imagen es [3,5],
f(2) =4, y que como f es céncava en el intervalo [3,4] y convexa en el intervalo [4,5],

f~! es convexa en el intervalo [-2,2] y céncava en el intervalo [2,6].

Por lo tanto, la gréfica de f~! serd. aproximadamente, asi:
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2. Sea a un numero real y consideremos la funcion siguiente

3
T .
W, Sl$<0
flz) = a, siz=0
In(z? +1
@ +D  Geso

x
a) Indicar, razonadamente, los valores de a, si existen, para que la funcién anterior sea continua y / o
derivable en x = 0.
b) Calcular sus asintotas verticales, horizontales y oblicuas, para todos los valores de a.

1 punto

a) En primer lugar, estudiamos si la funcién es continua en el punto = 0. Para ello, observamos que

2
lim f(@) =0, f(0) =a, lm f(x)=§ = (L'Hopital) = lim —=— =0;
Es decir, f es continua en x = 0 cuando a = 0.
Y ahora, suponiendo que f(x) es continua en x = 0, f(z) es derivable en = 0 cuando
lirrtl)if’(:r) = lin(lﬁf’(m). Ahora bien:

3z2(1 + 2?) — 2322

S S = iy e O
2 24+ D]z —In(z?2+1 2 241 In(z? +1
Porotrolado, lim f'(z)= lim [20/(2” + )]a; n(z”+1) = lim Mf lim Lj)
z—0t z—0t X z—0F x r—0t x
; calculemos ambos limites:
2 241

lim w = lim = 2.Y, en cuanto al otro limite
z—0F ) 2 z—0+ 22 + 1 )

. In(z*+1) ) . 2x/(x* 4 1)
I%"’T = = (L' Hopital) = IE»r(lﬁrT =1

Luego se obtiene que lim+f’(:1:) =1.
r—0
Por lo tanto, se deduce que f(x) nunca es derivable en = = 0.

b) Obviamente, no existen asintotas verticales.Veamos si existen asintotas en el infinito:

3
TR ) S L A
T——00 I z——oo (1 + a2?)x
) ) 3 (1 +2?%) . —x
Luego la funcién tiene una asintota oblicua y = x en —oo.
In(z2+1) oo 2x
Jm f(z) = lim —— o o

Luego la funcién tiene una asintota horizontal y = 0 en oo.



3. Sea la ecuacién = + e** = b. Se pide:

a)
b)

Probar que dicha ecuacién siempre tiene una solucién tnica.
Hallar, para el caso b = 0 dicha tnica solucién con un error menor de 0,25 en valor absoluto.
Sugerencia: el ntimero e estd comprendido entre 2 y 3.

1 punto

La funcién f(x) = = + e** siempre es creciente, pues su derivada f/(z) = 1 + 4e** > 0.
Por tanto, la solucién, si existe es tinica.
Como ademsds la funcién es continua y se cumple que
lim f(x)=—o0, lim f(x) = oo,
r——00 r—00
dicha solucién siempre existe y es tnica.
En primer lugar, probamos con f(0) = 1 > 0.Luego, como la funcién es creciente, debemos buscar

la raiz a la izquierda de dicho punto.

1
Como f(—1)=—-1+e*=-1+ - <-1+ % < 0, la raiz se debe encontrar en el intervalo [-1,0].
e

. . . . . 1
Finalmente, probamos en el punto intermedio de dicho intervalo. Como f (—%) = —% + =5 <
e
1,1
-3 + 1 <0,
la raiz se encuentra en el intervalo (—%, 0), tomando como valor aproximado de la raiz x = —%, el

error cometido es, en valor absoluto, menor de 0, 25.



4. Sea la funcién f(x) =

2?2—-1 siz<0

- o< , ¥ consideramos la funcién f : [a,b] — R, donde
—2r s 0<«x

a < b son ntimeros reales. Se pide:

a)

b)

Enunciar el teorema de Weierstrass y determinar los valores a y b de forma que se cumplan las
hipétesis (o condiciones iniciales) de dicho teorema.

Determinar los valores a y b de forma que NO se cumplan las hipdtesis y se cumpla la tesis (o
conclusion) de dicho teorema.

Sugerencia: representar la funcién.

1 punto

La funcién dada satisface las hipotesis del teorema cuando es continua.
Ahora bien, como la funcién anterior solo es discontinua en el punto 0 por la izquierda,
entonces se satisfacen las hipotesis cuando 0 < a o cuando b < 0.
Por un lado, no se satisfacen las hipdtesis cuando la funcién es discontinua, es decir, cuando a < 0 < b.
Por otro lado, para cualquier valor de a y b la funcién siempre tiene un maximo global.
Por lo tanto, debemos considerar en que casos la funcién es discontinua y alcanza su minimo global.
Teniendo en cuenta que la funcién solo es discontinua en el 0 por la izquierda, que
li%lif(x) =-1<f(0),yque f(z) < —-l<—=2x>1
gr?conces, f(z) discontinua cumple la tesis del teorema cuando a < 0 <1 <b.

Un vistazo a la gréfica de la funcién ayudard a entender la situacién.




5. Sea el conjunto A= {(z,y) e R? :2? =22+ 1<y < —2?+ 2z + 1} . Se pide:
a) Dibujar el conjunto A y hallar los maximales y minimales, mdximo y minimo de A, si existen.
b) Calcular el drea del recinto anterior.
Sugerencia: el orden de Pareto viene dado por: (xg,y0) <p (z1,y1) < o < z1,Y0 < ¥1.

1 punto

a) f(z) = 22 — 2r + 1 describe una pardbola convexa cuyo vértice es el punto (1,0),
pues f (1) =0, f(1) =0, f7(1) > 0.
g(z) = —2% + 22 + 1 describe una parabola céncava cuyo vértice es el punto (1,2),
pues g '(1) =0, g(1) =2,¢”(1) < 0.
Los puntos de interseccién de ambas pardbolas son los (x,y) tales que x satisfacen:
22 —2+1=—-224+2r+1<= 222 =dz <=2 =0,z =2.
Luego los puntos de corte son: (0,1), (2, 1).

Por lo tanto, el recinto tiene una forma asi:

maximales

0,1) (2,1)

minimales

Obviamente, mdximo(A), minimo(A) no existen, pues
maximales(A)= {(z,y) 1y = —2? +2x + 1,1 < x < 2}
minimales(A)= {(z,y) :y=2? - 22+ 1,0 < 2 < 1}.

b) El drea solicitada es:

2 2 223 422)° 16
f[(—x2+2x+1)—(x2—2:v+1)]dx:f(—2x2+4m)dx:[ 3x +92C} :T+8:
0 0 0

8 ..,
= — unids area.



6. Dada la funcién F(z) = [ 3¢t dt, definida para z € [—2,2], se pide:

a)

b)

—2
Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximos y minimos, locales y

absolutos, de F(x).
Hallar los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexién, de la funcién
Sugerencia: no es necesario ni recomendable hallar la primitiva de f(z) = zde=",

1 punto

Por el teorema fundamental del calculo tenemos que F'(z) = z3¢~*". Por tanto, se verifica que:

Fl(z) <0< 2<0;F'(z) >0<= 2> 0.
Luego F(x) es decreciente en el intervalo (—2,0) y creciente en el intervalo (0, 2).
Asf pues, F(z) alcanza un minimo local y global en 2 = 0.

- a? o
En cuanto al maximo de F(x), basta observar que f(z) = 2%¢~*" es una funcién impar,

0 2
luego [ e t'dt = — ft3e_t2dt ; por lo tanto, se deduce que F(—2) =0 = F(2).
-2 0
Es decir, F(x) alcanza su maximo global en los puntos z = -2,z = 2.

Como F”(z) = f '(x) = 22(—22° + 3)6_’”2, se cumple que:

3
Fr(z)=0<—=2=0,z ==+ 5; es decir, estos son los puntos de inflexién, pues
” 3 3 . . .
F'(z)<0<=z e (-2,— 5) U ( 2 2); es decir, estos son los intervalos de concavidad; y

3 . . .
2 5), es decir, este es el intervalo de convexidad.
Por tanto, la grafica de F' tiene una forma asi:

F(z) >0« 2z € (-

N4




