Capitulo 2: Ecuaciones en diferencias (I)

1. INTRODUCCION

En este capitulo consideraremos sistemas de ecuaciones en los que cada variable estd in-
dexada en el tiempo ¢t = 0,1,2,..., y variables correspondientes a tiempos distintos estan
relacionadas de una manera no trivial. Tales sistemas se denominan sistemas de ecuaciones
en diferencias y son muy utiles para describir sistemas dindmicos en tiempo discreto

El estudio de modelos dindmicos en economia es importante dado que permite eliminar la
hipdtesis (estatica) de que el proceso de ajuste es instantdneo e inevitablemente da lugar a un
equilibrio. En un contexto dinamico, esta propiedad de estabilidad tiene que ser comprobada
y no puede ser asumida a priori.

En lo que sigue consideraremos que el tiempo ¢ = 0,1,... es discreto. Una funciéon X :
N — R" dependiente del tiempo es simplemente una sucesion de vectores de n dimensiones
XOa Xla X27 s

Si cada vector esta relacionado con el vector previo por medio de una aplicacion f : R® —
R™ de la forma

Xt—‘rl:f(Xt)a t:0,1,...,
entonces estamos ante un sistema de ecuaciones en diferencias de primer orden. En la si-
guiente definicion se generaliza a sistemas con un mayor periodo de retraso y que pueden
incluir ¢ explicitamente.

Definicién 1.1. Un sistema de ecuaciones en diferencias de orden k es una expresion de la
forma

(11) Xt—‘,—k:f(Xt—I—k—l?"')Xtut)) t=0,1,...,
donde cada X; € R"y f:R" x R" x [0,00) — R". El sistema es:

= qutdnomo, si f no depende de t;
= lineal, si la aplicacion f es lineal en las variables (X5 _1,..., Xy);
= de primer orden, si k = 1.

Definicién 1.2. Una sucesiéon {Xj, X1, Xo,...} obtenida mediante la recursién (1.1) con
valor inicial X, es una trayectoria u érbita del sistema dindmico con origen en Xj.

En lo sucesivo escribiremos x; en lugar de X; si la variable X; es un escalar.

Ejemplo 1.3. [Progresiones geométricas y aritméticas] Sea {z;} ls sucesién de niimeros
reales definida por z;,1 = qxy, t = 0,1, ..., con ¢ € R. Se trata de una ecuacién en diferencias
de primer orden, auténoma y lineal. La solucién es obviamente z; = ¢'zy. De forma andloga,
para la progresién aritmética, x4 = x; + d, con d € R, la solucion es z; = x + td.

Ejemplo 1.4.

= 7,7 = x; + t es lineal, no auténoma y de primer orden;

m 7,0 = —xy es lineal, auténoma y de segundo orden;
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» 7,11 = 27 + 1 es no lineal, auténoma y de primer orden.

Ejemplo 1.5. [Numeros de Fibonacci (1202)] “Cuéntas parejas de conejos habra al cabo de
un ano, a partir de una unica pareja, si todos los meses cada pareja procrea una nueva pareja
que se vuelve productiva a partir del segundo mes?”. Si x; denota el nimero de parejas de
conejos en el mes ¢, entonces el problema puede planterase como

Tiio = Tpy1 + T, t=0,1,2,..., conxg =1y x =1.

Esta ecuacién en diferencias autéonoma y de segundo orden sera resuelta méas adelante.

2. SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS DE PRIMER ORDEN

Los sistemas de orden superior & > 1 pueden reducirse a sistemas de primer orden al
introducir nuevas variables. Esta es la razon por la que estudiamos principalmente sistemas
de primer orden. En lugar de describir el método general, presentaremos un ejemplo sencillo
de como esta reduccién puede realizarse.

Ejemplo 2.1. Se considera la ecuacién en diferencias de segundo orden yi1o = g(yis1, Yt)-
Si definimos 214 = yi11, T2 = Y, entonces To441 = Yry1 = T14 y obtenemos el sistema de

primer orden dado por:
T1t+1 _ g(xl,t, x2,t)
T2 t4+1 Tt

Denotando X; = ( L1t ), f(Xy) = ( 9(X4) ), el sistema puede reescribirse en la forma

Tot L1t
X1 = f(Xy).
Por ejemplo, la ecuacién de segundo orden y; o = 4y, 1 +y?2 + 1 puede reducirse al sistema

de primer orden
2
Tiger \ _ 4z tag,+1
T2 t+1 L1t ’

asi como la ecuaciéon de Fibonacci del Ejemplo 1.5 se transforma en
Tig+1 \ _ [ Tig+ Toy
T2t+1 Tt ’

Dada una funcién f : R® — R", utilizaremos la siguiente notacién: f* denota la compo-
sicién de f con ella misma t veces, es decir, f! = f, f2= fo fy, en general, ft = fo ft-1
parat = 1,2, .... También definimos f° como la funcién identidad, f(X) = X.

Teorema 2.2. Sea el sistema auténomo de primer orden X1 = f(X}) para el que existe un
subconjunto D tal que para todo X € D, f(X,t) C D. Entonces, dada cualquier condicion
inicial Xo € D, la sucesion {X;} estd dada por

X; = f1(Xo).



Demostracion. La prueba es inmediata observando que
Xl = f<X0)7
Xo = f(X1) = f(f(Xo)) = f*(Xo),

Xe=f(f-f(Xo)--)) = f1(Xo).
O

El teorema proporciona el valor actual de X, X;, en funcién de la condicién inicial, Xj.
Aunque esto es interesante, muy a menudo la expresién X; = f(Xj), es meramente formal,
puesto que f! no es facilmente computable. En estos casos, nos interesa méas conocer el
comportamiento de X; en el largo plazo, es decir, conocer el limite (si existe)

lim f(Xo).
t—o0
Generalmente es mas 1util estudiar este limite que obtener una expresiéon analitica de X;.

A pesar de todo, existen casos donde la soluciéon puede encontrarse explicitamente y que
permiten un estudio detallado del limite anterior.

Si el limite existe, lim; o, f1(Xo) = X, y f es continua, entonces
F(X%) = f(lim f1(Xy)) = lim fH(X,) = X°.
t—o00 t—o00

Por tanto, el limite X° resulta ser un punto fijo de la funcién f. Esta es la razén por la que
los puntos fijos de f juegan un papel muy relevante en el estudio de los sistemas dindmicos.

Definicién 2.3. Un punto X" € D es un punto fijo del sistema dindmico definido por f si
comenzando desde X°, X, = X, es una solucién:

Si Xy = X° entonces X, = X°, t=1,2,....

Obviamente, X es también un punto fijo de la aplicacién f. Otras denominaciones para
punto fijo son: equilibrio, punto estacionario, o estado estacionario.

Ejemplo 2.4. En el Ejemplo 1.3 (2,41 = gy), si ¢ = 1, entonces todo numero real es un
punto fijo de la ecuacién; si ¢ # 1, entonces existe un tinico punto fijo: 2° = 0. Notar que la
solucién z; = ¢'x tiene el siguiente limite dependiendo del valor de ¢ (se supone que g # 0).

~1<g<1= limq¢'zy =0,

t—o0

q=1= lim ¢'zy = xo,
t—o0

qg < —1 = la sucesion oscila entre + y — y el limite no existe,

qg>1= th'm q'zo = F00, el signo depende del signo de z.

—00
En el Ejemplo 1.5, 2° = 0 es el tinico punto fijo de la ecuacién.

Para la ecuacién en diferencias z;,; = x? — 6, los puntos fijos son las solcuiones de x =
2% —6, es decir, 2° = —2 y 2° = 3. Sin embargo, se observa claramente que ninguna solucién
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con xg # —2 0 xy # 6 converge a ninguno de estos puntos. En realidad, z; — oo cuando
t — 0.

En las definiciones siguientes, ||X — Y| denota la distancia Euclidea entre los vectores
X=(x1,--,2)yY = (Y1, .-, Yn):

IX =Yl =V (z1 —91)? + - + (20— yn)?
Por ejemplo, si X = (1,2,3) y Y = (3,6, 7), entonces
IX =Y =v/(B=1)24(6-2)2+(7T—3)2 =36 =6.

Definicion 2.5.

» Un punto fijo X es estable si para cualquier estado inicial X suficientemente préximo,
la trayectoria asociada { X;} existe y permanece proxima a X, es decir, para cualquier
e > 0, existe §(¢) > 0 tal que si || Xo — X°|| < d(e), entonces || X; — X°|| < € para todo
t.

» Un punto fijo estable X es localmente asintoticamente estable (l.a.e.) si la trayectoria
{X;} con condicién inicial Xy suficientemente préxima a Xconverge al punto fijo, es
decir, existe § > 0 tal que si || Xy — X°|| < 4, entonces lim; ., X; = X°.

= Un punto fijo estable es globalmente asintoticamente estable (g.a.e.) si cualquier tra-
yectoria generada a partir de cualquier condicién inicial X converge a dicho punto
fijo.

= Un punto fijo es inestable si no es estable o asintoticamente estable.

Observacién 2.6.

= g.a.e. = l.a.e. = estable.

» Si XY es estable, pero no lLa.e., entonces {X;} no converge a X°.

Un punto fijo g.a.e. es necesariamente tinico.

Puede haber varios puntos fijos l.a.e.

Si XY es La.e., entonces perturbaciones pequenas alrededor de X° decaen y la trayec-
toria generada por el sistema retorna al punto fijo en el largo plazo.

Definicién 2.7. Sea P un entero mayor que 1. Una serie de vectores Xg, X1,..., Xp_1 es un
ciclo de periodo P (o P-ciclo simplemente) del sistema f si una trayectoria desde X, toma
los valores Xi,..., Xp_1 y retorna a Xj, es decir,

X1 = f(Xy), t=0,1,...,P—1, Xp = Xp.
Observar que la serie de vectores Xg, X1,..., Xp se repite periédicamente en la trayectoria,
{X:} ={Xo, X1,..., Xp_1,X0, X1,..., Xp_1,...}.
Por esta razon, la trayectoria se designa también como un P—ciclo.

Ejemplo 2.8. En el Ejemplo 1.3 (z;41 = gx;) con ¢ = —1 todas las trayectorias son 2—ciclos,
porque la solucién es

{l’o, —Xo, Loy, — Lo, - - }
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Ejemplo 2.9. En el Ejemplo 1.4 donde y,;,2 = —y;, para encontrar los posibles ciclos de la
ecuacion, primero es necesario escribirla como un sistema de orden 1, para lo que utilizamos

el Ejemplo 2.1,
T1,t+1 —Zat _
X — ’ — ) = X .
i+ ( T2 t+1 ) < Tt ) f( t)

Sea Xy = (2,4). Entonces

X1 = f(Xo) = (-4,2),
Xy = f(Xl) = (—2, _4)a
X3 = f(Xz) - (4, _2>’

Xy = f(Xs) = (274) = Xo.
Por tanto, aparece un 4—ciclo que comienza en X3. De hecho, cualquier trayectoria es un

4—ciclo.

3. ECUACION LINEAL DE PRIMER ORDEN

La ecuacién lineal de orden uno es de la forma
(3.1) Tyl = axy + b, x; € R, a,beR.

Consideramos primero b = 0 (caso homogéneo). Entonces, el Teorema 2.2 proporciona la
solucién z; = alzg, t = 0,1,.... El caso no homogéneo b # 0 serd reducido a éste de la
siguiente manera: los puntos fijos de la ecuacién son las soluciones de (ver Definicién 2.3)

2% = ax® + b,
luego no existen puntos fijos si @ = 1. Sin embargo, cuando a # 1 el (inico) punto fijo es
0_ b
1—a

Definiendo ahora v, = x; — 2° y reemplazando z;, = 1, + 2° en (3.1) obtenemos

X

Yi+1 = aYy,

que tiene solucién y; = a'yy. Volviendo a la variable z;, la solucién de la ecuacién lineal es

zy = 2° + a' (2o — 2°)

b
—1_aax0 l—a/’

Finalmente, si a = 1 la solucién es x; = 2o+ bt, t =0,1,.. ..

b

= es g.a.e. sii |a| < 1.

Teorema 3.1. Para la ecuacion (3.1), el tinico punto fijo 2° =

Demostracién. Notar que lim; o a® = 0 sii |a| < 1y, por tanto, lim; o 7; = lmy o 2° +
at(zg — 2%) = 2 sii |a| < 1, independientemente de la condicién inicial . O

La convergencia es monétona si 0 < a < 1y oscilante (la solucién alterna valores positivos
y negativos) si —1 < a < 0.
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Ejemplo 3.2 (Modelo del Multiplicador-Acelerador del Crecimiento). Sea Y; la renta na-
cional, [; la inversion total, y S; el ahorro total—todas las variables en el periodo t. Se
supone que los ahorros son proporcionales al nivel de la renta nacional y que la inversién
es proporcional al cambio en el nivel de renta en dos periodos consecutivos. Entonces, para
t=0,1,...,

St = a}/;h
It—‘rl - B(}/t—‘rl - }/15)7
St == ]t'

La ultima igualdad es una condicién de equilibrio: el ahorro iguala a la inversiéon en cada
periodo. Se supone § > « > 0. Puede encontrarse una ecuacion en diferencias para Y; y
resolverla de la siguiente forma. A partir de las ecuaciones primera y tercera, I; = aY; vy,
por tanto, I;11 = aY;y;. Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién tenemos aY;,; =

B(Yii1 —Yy), 0 (a — B)Y,11 = —BY;. En consecuencia

15} «
}/;54_1:@_—&}/15: 1+/B——Og )/757 t:0,1,2,....

La solucién es
«

b —«
Vemos que Y crece a la tasa constante g = /(3 — a) en cada periodo, ya que g = (Y41 —
Yi)/Ye.

t
Yt:<1+ )YO, t=0,1,2,....

Ejemplo 3.3 (El modelo de la telarafia). Se considera un mercado con un tnico bien donde
el nivel de produccion debe fijarse con un periodo de antelacién a la realizacién de la venta.
Esta situacién es tipica en la produccion agricola, donde la siembra precede con bastante
antelacion a la recoleccion y la venta del producto. Suponemos que el nivel de produccién
en el periodo t se basa en el precio P;, pero dado que el output no estara disponible hasta el
periodo t + 1, la oferta esta retrasada un periodo,

Qsp1 = S(F).

La demanda en el tiempo t se determina mediante una funcién que depende del precio F;,

Qar = D(F).

Suponiendo que tanto la oferta como la demanda son funciones que dependen linealmente
del precio, es decir, S(P) = —y+dP, D(P) = a— 8P («, 8,7, > 0) y que los mercados se
vacian, tenemos las tres ecuaciones siguientes:

Qd,t = Qs,b

Qd,t+1 =0 — 5Pt+17
Qsp+1 = =7+ 0P,
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F1GUrA 1. Diagrama de la telarana con oscilaciones explosivas

Sustituyendo las dos tltimas igualdades en la primera, ésta proporciona la siguiente ecuacion

en diferencias para el precio:

) a+
Py =——F+ 1

B B
El punto fijo es P° = (a+7)/(8+ J), que es también el precio de equilibrio del mercado, es

decir, S(P°) = D(P?). La solucién es

t
P =P+ (—%) (Py — PY).

Dado que —d/8 es negativa, la solucién es oscilante. Este hecho da lugar al mecanismo de
ajuste conocido como dinamica de la telarana. Podemos distinguir tres tipos de oscilaciones:
explosiva si § > [ (S tiene més inclinacién que D), uniforme si § = (8, y amortiguadas si
d < B (S més plana que D). Estas tres posibilidades se ilustran en las graficas siguientes.
La demanda tiene pendiente negativa —f, mientras que la oferta tiene pendiente positiva
0. Cuando 0 > (3, como en la Figura 1, la interaccién entre demanda y oferta da lugar a
oscilaciones explosivas mediante el siguiente mecanismo: dado un precio inicial Py, la cantidad
de bien ofertada en el siguiente periodo serd @)1 = S(Fp). Para vaciar el mercado se necesita
que la cantidad demandada en el periodo 1 sea ()1, para lo que el precio debe moverse
hasta P, dado por la ecuacién @Q; = D(P;). Ahora, via la curva S, el precio P; da lugar a
Q2 = S(P;) como la cantidad ofertada en el periodo 2, y para vaciar el mercado, el precio
debe ser el precio P, fijado por la curva de demanda. Repitiendo este razonamiento, surge
una telarana alrededor del punto de equilibrio.



1|]_:\\

10

FicuraA 3. Diagrama de la telarana con oscilaciones amortiguadas



