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CAPÍTULO 2: LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES EN

EL ESPACIO EUCLÍDEO

1. Funciones de Varias Variables

Vamos a estudiar funciones f : Rn → R.

Ejemplo 1.1.

• f : R2 → R definida por

f(x, y) = x+ y − 1

o por
f(x, y) = x sen y

• f : R3 → R definida por

f(x, y, z) = x2 + y2 +
√

1 + z2

o por

f(x, y, z) = zex
2+y2

• f : R4 → R definida por

f(x, y, z, t) = senx+ y + zet.

A veces consideraremos funciones f : Rn → Rm como por ejemplo, f : R3 → R2

definida por
f(x, y, z) = (xey + sen z, x2 + y2 − z2)

Pero si se define f(x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z)) con

f1(x, y, z) = xey + sen z, f2(x, y, z) = x2 + y2 − z2

entonces f(x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z)) por lo que nos centraremos sólo en
funciones f : Rn → R.

Observación 1.2. Cuando se define

f(x, y) =

√
x+ y + 1

x− 1

se debe entender que x 6= 1. Es decir, la expresión de f define impĺıcitamente
el dominio de la función. Por ejemplo, para la función anterior es necesario que
x + y + 1 ≥ 0 y x 6= 1. Por tanto, consideramos impĺıcitamente que la función

f(x, y, z) =
√
x+y+1
x−1 está definida en el dominio

D = {(x, y) ∈ R2 : x+ y ≥ −1, x 6= 1}

Usualmente, se define f : D ⊂ Rn → R cuando se quiere poner de manera
expĺıcita el dominio de f .

Definición 1.3. Dado f : D ⊂ Rn → R se define la gráfica (o el grafo) de f como

G(f) = {(x, y) ∈ Rn+1 : y = f(x), x ∈ D}
1
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Observemos que se puede representar gráficamente únicamente para n = 1, 2.

Ejemplo 1.4. La gráfica de f(x, y) = x2 + y2 es

Ejemplo 1.5. La gráfica de f(x, y) = x2 − y2 es

Ejemplo 1.6. La gráfica de f(x, y) = 2x+ 3y es
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2. Conjuntos y Curvas de Nivel

Definición 2.1. Dada f : D ⊂ Rn → R y k ∈ R se define el conjunto de nivel
de f como el conjunto

Ck = {x ∈ D : f(x) = k}.

Si n = 2, el conjunto de nivel se llama curva de nivel.

Ejemplo 2.2. Las curvas de nivel de f(x, y) = x2 + y2 son

Las flechas indican la dirección en la que f crece.

Ejemplo 2.3. Las curvas de nivel de f(x, y) = x2 − y2 son
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Las flechas indican la dirección en la que f crece.

Ejemplo 2.4. Las curvas de nivel f(x, y) = 2x+ 3y son

Las flechas indican la dirección en la que f crece.

3. Ĺımites y Continuidad

Definición 3.1. Sea f : D ⊂ Rn → R y L ∈ R, p ∈ Rn. Se dice que

lim
x→p

f(x) = L

si dado ε > 0 existe algún δ > 0 tal que

|f(x)− L| < ε

siempre que 0 < ‖x− p‖ < δ.

Esto es una generalización del concepto de ĺımite de funciones de una variable
a funciones de varias variables, una vez se reemplace la distancia | | en R por la
distancia ‖ ‖ en Rn). Se observa que la interpretación es la misma, e.j., |x − y| es
la distancia de x a y en R y ‖x− y‖ es la distancia de x a y en Rn.

Proposición 3.2. Sea f : Rn → R y supongamos que existen dos números, L1

y L2 que satisfacen la anterior definición de ĺımite. Es decir, L1 = limx→p f(x) y
L2 = limx→p f(x). Entonces L1 = L2

Observación 3.3. El cálculo de ĺımites de funciones de varias variables es más
complicado que el cálculo de ĺımites de funciones con una sola variable.
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Ejemplo 3.4. Consideremos la función

f(x, y) =

{
(x2 + y2) cos( 1

x2+y2 ) si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

Vamos a demostrar que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

En la definición de ĺımite anterior tomamos L = 0, p = (0, 0) y tenemos que probar
que dado ε > 0 existe algún δ > 0 tal que

|f(x, y)| < ε

siempre que 0 < ‖(x, y)‖ < δ, donde

‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2

Dado ε > 0 tomamos δ =
√
ε > 0. Si ahora se verifica que

0 < ‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2 < δ =

√
ε

entonces,
x2 + y2 < ε

y (x, y) 6= (0, 0) por lo que,

|f(x, y)| =
∣∣∣∣(x2 + y2) cos(

1

x2 + y2
)

∣∣∣∣ < ε

∣∣∣∣cos(
1

x2 + y2
)

∣∣∣∣ ≤ ε
ya que | cos(z)| ≤ 1 para cualquier z ∈ R. El razonamiento que acabamos de hacer
demuestra que lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0.

Observación 3.5. La definición anterior de ĺımite necesita ser modificada para
incluir los casos en que no existen puntos x ∈ D (donde D es el dominio de f)
tal que 0 < ||p − x|| < δ Por ejemplo, cual es el limx→−1 ln(x)? Para evitar
complicaciones formales, se estudiará únicamente el limx→p f(x) para los casos en
que el conjunto {x ∈ D : 0 < ||p− x|| < δ} 6= ∅, para cada δ > 0

Definición 3.6. : Una aplicación σ(t) : (a, b)→ Rn se llama una curva en Rn.
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Ejemplo 3.7. σ(t) = (2t, t+ 1), t ∈ R.
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Ejemplo 3.8. σ(t) = (cos(t), sen(t)), t ∈ R.
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Ejemplo 3.9. σ(t) = (cos(t), sen(t),
√
t), σ : R→ R3.
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Proposición 3.10. Sea p ∈ D ⊂ Rn y f : D ⊂ Rn → R. Consideremos una curva
σ : [−ε, ε]→ D tal que σ(0) = p y σ(t) 6= p si t 6= 0 y limt→0 σ(t) = p. Supongamos
que limx→p f(x) = L. Entonces,

lim
t→0

f(σ(t)) = L

Observación 3.11. La anterior proposición es útil para demostrar que un ĺımite
no existe o para calcular el valor del ĺımite si se conoce que el ĺımite existe. Pero, no
puede ser utilizada para probar que un ĺımite existe, puesto que una de las hipótesis
de la proposición es que el ĺımite existe.

Observación 3.12. Sea f : D ⊂ R2 → R. Sea p = (a, b) consideremos las
siguientes curvas

σ1(t) = (a+ t, b)

σ2(t) = (a, b+ t)

Observemos que

lim
t→0

σi(t) = (a, b) i = 1, 2

Entonces, si

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

se tiene que,

lim
x→a

f(x, b) = lim
y→b

f(a, y) = L
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Observación 3.13. Ĺımites Iterados
Supongamos que lim(x,y)→(a,b) f(x, y) = L y que los siguientes ĺımites unidimen-

sionales

lim
x→a

f(x, y)

lim
y→b

f(x, y)

existen para (x, y) en una bola B((a, b), R). Definimos las funciones

g1(y) = lim
x→a

f(x, y)

g2(x) = lim
y→b

f(x, y)

Entonces,

lim
x→a

(
lim
y→b

f(x, y)

)
= lim

x→a
g2(x) = L

lim
y→b

(
lim
x→a

f(x, y)
)

= lim
y→b

g1(y) = L

Observamos de nuevo que, es posible aplicar esta proposición para calcular el ĺımite
si se sabe de antemano que éste existe. También, si para alguna función f(x, y)
podemos probar que

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) 6= lim
y→b

lim
x→a

f(x, y)

entonces lim(x,y)→(a,b) f(x, y) no existe. Sin embargo, las relaciones anteriores no
pueden ser utilizadas para demostrar que el lim(x,y)→(a,b) f(x, y) existe.

Ejemplo 3.14. Consideremos la función,

f(x, y) =

{
x2−y2

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

Observemos que

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

x2

x2
= 1

pero,

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

f(0, y) = lim
y→0

−y2

y2
= −1
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Por lo que el ĺımite

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2

no existe.

Ejemplo 3.15. Consideremos la función,

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0).

Observemos que los ĺımites iterados

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

0

x2
= 0

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

0

y2
= 0

coinciden. Pero al considerar la curva, σ(t) = (t, t) y calculamos el ĺımite

lim
t→0

f(σ(t)) = lim
t→0

f(t, t) = lim
t→0

t2

2t2
=

1

2

no coincide con el valor de los ĺımites iterados. Entonces, el ĺımite

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2

no existe.

Ejemplo 3.16. Sea

f(x, y) =

{
y si x > 0
−y si x ≤ 0
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Vamos a demostrar que lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0. Dado ε > 0 tomamos δ = ε.

Si 0 < ||(x, y)|| =
√
x2 + y2 < δ. Entonces,

|f(x, y)− 0| = |y| =
√
y2 ≤

√
x2 + y2 < δ = ε

por lo que,

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

Pero, limx→0 f(x, y) no existe para y 6= 0 porque si y 6= 0 los ĺımites por la derecha
y por la izquierda,

lim
x→0+

f(x, y) = y

lim
x→0−

f(x, y) = −y

no coinciden. Por tanto, el ĺımite limx→0 f(x, y) no existe para y 6= 0.

Ejemplo 3.17. Consideremos la función,

f(x, y) =

{
x2y

x4+y2 if (x, y) 6= (0, 0),

0 if (x, y) = (0, 0).

cuyo gráfico es el siguiente
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Notemos que

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

f(x, 0) = lim
x→0

0

x4
= 0

pero,

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

f(0, y) = lim
y→0

0

y2
= 0

Además, si consideramos la curva σ(t) = (t, t) y calculamos

lim
t→0

f(t, t) = lim
t→0

f(t, t) = lim
t→0

t3

t4 + t2
= 0

vemos que este ĺımite coincide con el valor de los ĺımites iterados.

Aśı, que algunas personas podŕıan concluir de manera errónea que el ĺımite
siguiente existe

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
= 0

Pero esto no es cierto...porque, si tomamos la curva σ(t) = (t, t2) y calculamos

lim
t→0

f(t, t2) = lim
x→0

f(t, t2) = lim
t→0

t4

t4 + t4
=

1

2

concluimos que el ĺımite

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2

no existe.

Teorema 3.18 (Álgebra de ĺımites). Consideremos dos funciones f, g : D ⊂ Rn →
R y supongamos

lim
x→p

f(x) = L1, lim
x→p

g(x) = L2

Entonces,

(1) limx→p (f(x) + g(x)) = L1 + L2.
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(2) limx→p (f(x)− g(x)) = L1 − L2.
(3) limx→p f(x)g(x) = L1L2.
(4) Si a ∈ R entonces limx→p af(x) = aL1.
(5) Si, además, L2 6= 0, entonces

lim
x→p

f(x)

g(x)
=
L1

L2

Los dos resultados siguientes son muy útiles para demostrar que un ĺımite existe.

Proposición 3.19. Consideremos f, g, h : Rn → R y supongamos que

(1) g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) para todo x en un disco abierto que contiene a p.
(2) limx→p g(x) = limx→p h(x) = L.

Entonces,

lim
x→p

f(x) = L

Proposición 3.20. Supongamos que f es una función de la forma:

(1) un polinomio.
(2) una función trigonométrica o exponencial.
(3) un logaritmo.
(4) xa, con a ∈ R.

Supongamos que p está en el dominio de f . Entonces,

lim
x→p

f(x) = f(p)

Ejemplo 3.21. Vamos a calcular lim(x,y)→(0,0) f(x, y), siendo f la función

f(x, y) =

{
xy√
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Consideremos las funciones

g(x, y) = 0, h(x, y) =
√
x2 + y2

Por la proposición 3.20, tenemos que lim(x,y)→(0,0) g(x, y) = lim(x,y)→(0,0) h(x, y) =
0. Por otro lado,

|f(x, y)| =

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤
√
x2 + y2

√
x2 + y2√

x2 + y2
=
√
x2 + y2

De donce, g(x, y) ≤ |f(x, y)| ≤ h(x, y). Por la proposición 3.19,

lim
(x,y)→(0,0)

|f(x, y)| = 0

Finalmente, como−|f(x, y)| ≤ f(x, y) ≤ |f(x, y)|, aplicamos otra vez la proposición 3.19
y concluimos que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0
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4. Continuidad de Funciones

Definición 4.1. Una función f : D ⊂ Rn → Rm es continua en un punto p ∈ D si
limx→p f(x) = f(p). Se dice que una función f es continua en el conjunto D ⊂ Rm

si es continua en todo punto de p ∈ D.

Observación 4.2. Una función f : D ⊂ Rn → Rm es continua en el punto p ∈ D
si y sólo si dado ε > 0, existe un número real δ > 0 tal que si x ∈ p y ‖x− p‖ ≤ δ,
entonces ‖f(x)− f(p)‖ ≤ ε.

Observación 4.3. Una función f : D ⊂ Rn → Rm se puede escribir de la forma

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))

Es posible demostrar el siguiente resultado

Proposición 4.4. La función f es continua en el punto p ∈ D si y sólo si para
cada i = 1, . . . ,m las funciones fi son continuas en el punto p.

En consecuencia, a partir de ahora sólo estudiaremos funciones f : D ⊂ Rn → R.

5. Operaciones con funciones continuas

Teorema 5.1. Sea D ⊂ Rn y sea f, g : D → R funciones continuas en el punto p
en D. Entonces,

(1) f + g es continua en el punto p.
(2) fg es continua en el punto p.
(3) Si f(p) 6= 0, entonces hay un conjunto abierto U ⊂ Rn tal que f(x) 6= 0

para todo x ∈ U ∩D y

g

f
: U ∩D → R

es continua en el punto p.

Teorema 5.2. Sea f : D ⊂ Rn → E ⊂ R una función continua en el punto p ∈ D
y sea g : E → Rk una función continua en el punto f(p). Entonces, g ◦ f : D → Rk

es continua en el punto p.

Observación 5.3. Las siguientes funciones son continuas,

(1) Polinomios
(2) Funciones Trigonométricas y exponenciales.
(3) Logaritmos, en su dominio de definición.
(4) Potencias de funciones, en su dominio de definición.

6. Continuidad de funciones y conjuntos abiertos/cerrados

Teorema 6.1. Sea f : R→ R. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

(1) Dado un conjunto abierto U de R, el conjunto f−1(U) = {x ∈ Rn : f(x) ∈
U} es abierto.

(2) Dados a, b ∈ R, el conjunto f−1(a, b) = {x ∈ Rn : a < f(x) < b} es abierto.
(3) Para cada conjunto cerrado V de R, el conjunto f−1(V ) = {x ∈ Rn : f(x) ∈

V } es cerrado.
(4) Para cada a, b ∈ R, el conjunto f{x ∈ Rn : a ≤ f(x) ≤ b} es cerrado.
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Corolario 6.2. Supongamos que f1, . . . , fk : Rn → R son funciones continuas.
Consideremos −∞ ≤ ai ≤ bi ≤ +∞, i = 1, . . . , k. Entonces,

(1) El conjunto {x ∈ Rn : ai < fi(x) < bi, i = 1, . . . , k} es abierto.
(2) El conjunto {x ∈ Rn : ai ≤ fi(x) ≤ bi, i = 1, . . . , k} es cerrado.

7. Puntos extremos y fijos

Definición 7.1. Sea f : D ⊂ Rn → R. Se dice que un punto p ∈ D es un

(1) máximo global de f en D, si f(x) ≤ f(p) para cualquier otro punto
x ∈ D.

(2) mı́nimo global de f en D, si f(x) ≥ f(p) para cualquier otro punto x ∈ D.
(3) máximo local de f en D, si existe algún δ > 0 tal que f(x) ≤ f(p) para

todo punto x ∈ D ∩B(p, δ).
(4) mı́nimo local de f en D, si existe algún δ > 0 tal que f(x) ≥ f(p) para

todo punto x ∈ D ∩B(p, δ).

Ejemplo 7.2. En el dibujo siguiente el punto A es un máximo local pero no global,
mientras que el punto B es un máximo local y global.

-1.0 -0.5 0.5 1.0
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10.1

A B

Teorema 7.3 (Teorema de Weiestrass). Sea D ⊂ Rn un subconjunto compacto de
Rn y sea f : D → R continua. Entonces, existen x0, x1 ∈ D tal que para cualquier
x ∈ D

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1)

Es decir, x0 es un mı́nimo global de f en D y x1 es un máximo global de f en
D.

Teorema 7.4 (Teorema de Brouwer). Sea D ⊂ Rn un subconjunto compacto,
convexo y no vaćıo de Rn. Sea una función f : D → D continua, entonces existe
un punto p ∈ D tal que f(p) = p.

Observación 7.5. Si f(p) = p, entonces p se denomina un punto fijo de f .

Observación 7.6. Observemos que

(1) Un subconjunto de R es convexo si y sólo si es un intervalo.
(2) Un subconjunto de R es convexo y cerrado si y sólo si es un intervalo

cerrado.
(3) Un subconjunto X de R es convexo, cerrado y acotado si y sólo si X = [a, b].

Ejemplo 7.7. Cualquier función continua f : [a, b] → [a, b] tiene un punto fijo.
Gráficamente,
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a b

a

b

8. Aplicaciones

Ejemplo 8.1. Consideremos el conjunto A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2}. Como
la función f(x, y) = x2 + y2 es continua, el conjunto A es cerrado. Como también
está acotado, el conjunto A es compacto.

Consideremos ahora la función

f(x, y) =
1

x+ y

cuya gráfica es la siguiente

La función f es continua excepto en el conjunto X = {(x, y) ∈ R2 : x+ y = 0}.
Este conjunto intersecta al conjunto A,
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A

X

Tomando y = 0, vemos que

lim
x→0
x>0

f(x, 0) = +∞ lim
x→0
x<0

f(x, 0) = −∞

de donde concluimos que f no alcanza ni máximo ni mı́nimo en el conjunto A.

Ejemplo 8.2. Consideremos el conjunto B0 = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1}. Como la
función f(x, y) = xy es continua, el conjunto B0 es cerrado. Como no está acotado,
el conjunto B0 no es compacto.

Ejemplo 8.3. Â¿Cómo es el conjunto B1 = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, x, y >
0}? Ahora no podemos utilizar directamente los resultados anteriores, pero si
observamos que

B1 = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, x, y > 0} = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, x, y ≥ 0}

B1

y como las funciones f1(x, y) = xy, f2(x, y) = x y f3(x, y) = y son continuas,
podemos concluir que el conjunto B1 es cerrado. Consideremos de nuevo la función

f(x, y) =
1

x+ y



16 CAPÍTULO 2: LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES EN EL ESPACIO EUCLÍDEO

Â¿Alcanza máximo o mı́nimo en el conjunto B1? Observemos que la función
es continua en el conjunto B1, pero no podemos aplicar el Teorema de Weierstrass
porque este conjunto no es compacto.

Por una parte tenemos que f(x, y) > 0 en el conjunto B1. Por otro lado los
puntos (n, n) para n = 1, 2, . . . están en el conjunto B1 y

lim
n→+∞

f(n, n) = 0

Por tanto, dado un punto p ∈ B1, podemos encontrar un número natural n sufi-
cientemente grande tal que

f(p) > f(n, n) > 0

de donde concluimos que f no alcanza un mı́nimo en el conjunto B1.
Las curvas de nivel {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = c} de la función

f(x, y) =
1

x+ y

son las ĺıneas rectas

x+ y =
1

c

Gráficamente,

c = 1c = 2
c = - 1c = - 1/2

c = - 2

c =  1/2

Las flechas indican la dirección en la que la función crece. Gráficamente, vemos
que f alcanza un máximo en el punto de tangencia con el conjunto B1. Este punto
es el punto (1, 1).
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B1

Ejercicio 8.4. De forma análoga el conjunto

B2 = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, x, y < 0} = {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1, x, y ≤ 0}
es cerrado, pero no es compacto. Razonar que la función

f(x, y) =
1

x+ y

es continua en este conjunto pero no tiene máximo. En cambio si alcanza un mı́nimo
en el punto (−1,−1).

Ejercicio 8.5. Los conjuntos B3 = {(x, y) ∈ R2 : xy > 1, x, y > 0} y B4 =

{(x, y) ∈ R2 : xy > 1, x, y < 0} son abiertos. Â¿Por qué?


