, UNIVERSIDAD CARLOS III DE MADRID
MATEMATICAS PARA LA ECONOMIA I CURSO 2021-2022
PROBLEMAS (SOLUCIONES )

HOJA 4: Derivadas de orden superior

4-1. Sea u : R? — R definida por u(z,y) = eseny. Calcula las cuatro parciales sequndas, es decir el hessiano
D?u. Comprobar que se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas.

Solucidn: Las derivadas parciales de la funcién u(z,y) = e* siny son
ou

) u
— =% siny, — =e"cosy

Ox oy
e“siny e*cosy
e*cosy —e’siny

4-2. Sea la funcion cuadrdtica @ : R® — R definida por Q(x,y,z) = x® + by? + dxy — 2yz. Calcular la matriz
hessiana D*Q.

y el Hessiano es

Solucién: El gradiente de Q) es
V(z? + 5y + dzy — 2yz) = (22 + 4y, 10y + 4o — 22, —2y)

El Hessiano es de @ es

2 4 0
4 10 -2
0 -2 0

4-3. Dada f(z,y,2) = €* + % +xze Y, con x # 0, calcular:
0*f 0*f 0*f 0% f

822 0xdy’ Oydx’  Oy?

Solucidn: Las derivadas que se piden de la funcién f(z,y,2) = e* + % + ze Y son
P flx,y,2) 2

0x? x3
Pf@y2) -y
dxdy
Pf@y2) -y
oyor
Pf(@y,2) _
Oy

4-4. Sea z = f(x,y), x = at, y = bt donde a y b son constantes. Se considera z como una funcidn de t. Hallar

% en términos de a, b y de las derivadas parciales de sequndo orden de f: fre, fyy ¥ foy-
Solucién: Como la funcién es de clase C? las derivadas se puede aplicar el Teorema de Schwarz.

%(f(at, bt)) =afy (at,bt) + bf, (at,bt)
2

%(f(at, bt)) =a? foe (at,bt) + 2abfyy (at,bt) + beyy (at, bt)



4-5.

4-7.

Sea f(x,y) = 3z2y + 423y* — 72%y*. Calcular la matriz hessiana D?Q.

Solucién: El gradiente de f es
Vf(z,y) = (6zy + 1222y* — 6328y, 322 + 1623y> — 28:1793/3)
La matriz Hessiana de f es

H(z,y) — 6y + 24xy* — 50427y 62 + 4822y — 2522843
Y=\ x4+ 48x%y3 — 252283 482392 — T4x%y?

. Sean f,g: R?> = R dos funciones cuyas derivadas parciales son continuas en todo R? y tales que existe una

funcién h: R?> — R tal que (f,g) = Vh, es decir,
oh oh
flay) =5 (zy) glz,y) = @(x,y)

para todos los puntos (z,y) € R%. ;Qué ecuacion deben verificar

oo,
Oy Ox’

Solucién: Por un lado, tenemos que
of 9(8k) o
oy Oy  0x0y
Mientras que, por otro lado, tenemos que
Oh
@ B 0 (87_1/) B th
dr Oz  Oydx

Como las funciones f y g tienen derivadas parciales continuas en todo R2, la funcién h es de clase C?. Por el
Teorema de Schwartz, tenemos que

0%h B 0%h
0xdy  Oydx
es decir,
of _ 9y
By  ox

La demanda de un consumidor estd determinada por un sistema de ecuaciones de la forma

ou

T
o D1
ou
T~
Ay D2

piTx+py = m

donde u(z,y) es la funcidn de utilidad del agente, p1 y pa son los precios de los bienes, m es la renta del
agente y A € R. Suponiendo que este sistema determina a x, y y A en funcion del resto de los pardametros,
calcular

oz
op1
Solucién: En primer lugar escribimos el sistema como
ou
= ——-p1=0
fi Oz P1
ou
= ——Ap2=0
f2 Ay D2
fs = piz+py—-m=0
y calculamos
gy L —P1
2
8(f1;f27f3) _ ggu aawﬁg _ :@pg_ azu p1p2+@p%
a (Z‘, Y, )‘) dxdy oy? P2 8332 81‘83/ 8y2

P1 D2 0



Suponemos que este determinante no se anula y que podemos aplicar el Teorema de la funcién implicita.
Derivando respecto a p; (pero ahora suponemos que z, y, A son funciones de los demds pardmetros) obtenemos
@ Oz L 0%u Oy o))
0r? 9py  O0xdy Op1 5p1p
0%u Or  O%u Oy oA

N [ . — = 0
0udy Ipi O O Op
or oy
el 7
v op1 T op1
que podemos reescribir como
0%u Oz 0%*u Oy o\
gude 2L S =
0x? Op dxdy Opy  Op1
Ou s | Pudy O\ _
0xdy Op: oy opr Op
ox n Jy
el = — s
Y41 o P2 O
Las incognitas del sistema son
Ox dy oA
op1” Op’ Om
Vemos que el determinante del sistema es
0 (flv f2a f3)
9 (z,y, )
Aplicando la regla de Cramer obtenemos,
9%u
A 8;281/ &
0 [T P2 2 3%u 3%u
ox —x P2 0 Aps + MagoyP2 — Mgz P1

T 9%, 2 9?2 2u 2 %u 2 92 9%u 2
Ip1 Txlztpz - Wauypllh + Tygpl aTclszz - Wauypllb + Tyglﬁ

4-8. Dado el sistema de ecuaciones
P24t—ay = 0

242 = y2

(a) Probar que este sistema de ecuaciones determina a z y t como funciones diferenciables de z, y en un
entorno del punto (1,0,1,—1).

(b) Calcular las derivadas parciales de z y t respecto a x, y en el punto (1,0).

(c) Sin resolver el sistema, scudl es el valor aproximado de z(1'001,0'002)

(d) Calcular

0z
1,0
8x8y( )
Solucién:
(a) En primer lugar escribimos el sistema como
fi = Z4t—ay=0
fo = zt+2>—y>=0

y calculamos

OUffo) |22 1| _,2 ,
0 (z,1) t z
que no se anula para z = 1, t = —1. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de la funcién implicita.
Derivando el sistema implicitamente respecto a  obtenemos
0z Ot
22—+ —— — = 0
“or T oz
0] 0
t—z +z—+2x = 0



Ahora sustituimos los valores t =1,y =0, z =1, t = —1. Obtenemos

0z ot
2—(1,0 —(1,0) =0
ZW0) 4 5 (1,0)
0z ot
——(1,0 —(1,0) = -2
Z0) + 51,0
por lo que
0z 2 4
.0 =22 Z-=_=
635( 0) 3 Oz 3
Derivando el sistema implicitamente respecto a y obtenemos
0z Ot
22—+ — — = 0
Z@y * dy
0z ot
t— — =2y = 0
oy + Z@y Y
Ahora sustituimos los valores t =1,y =0, z =1, ¢t = —1. Obtenemos
0z ot
2—(1,0)+ —(1,0) = 1
S0+ S (1.0)
0z ot
-——(1,00+ —(1,0) = 0
por lo que
0z 1 ot 1
—(1,0)=-, —(1,0)=<-
6y( ) ) 3’ 8y( ) ) 3
(b) Usamos la aproximacién de Taylor de primer orden alrededor el punto (1,0)
0z 0z 2 Yy
P =z(1 —(1 —-1)+=—(1 =14+=(z—-1)+2
y obtenemos
0’002 0002
2(1'001,0'002) ~ P(1'001,0'002) = 1 + 3 + 3 = 100133
(¢) Derivamos implicitamente el sistema ?? respecto a x,
0z 0z 0%z 0%t
2——— 4+ 22—+ ——-1 =
Ox Oy + Z@xay + 0xdy
oo0s P ozor 0t
Ox Jy 0xdy  Ox Jy oxdy
Ahora sustituimos los valores
0z 2 ot 4 0Oz 1
=1 =0 =1, t=-1 1,0)==, —=-—, —(1,0)= -,
con lo que queda el sistema
0%z 0%t 5
2——(1,0) + ——(1,0) = =
3x(9y( ’ )+8x8y( 0) 9
0%z 0%t 2
- 0 1,0) = -—
axay( ’ )(“)x(“)y( 0) 9
y resolviendo este sistema obtenemos
0%t 3 9% 1
0)=- 1,0) = =
8x8y( 0) 9’ Bxay( '0) 9
4-9. Dado el sistema de ecuaciones
P +z—yt = 0
4zt = x—4

(a) Probar que este sistema de ecuaciones determina a z y t como funciones diferenciables de z, y en un

entorno del punto (0,1,1,—1).

(b) Calcular las derivadas parciales de z y t respecto a x, y en el punto (0,1).
(c) Sin resolver el sistema, scudl es el valor aproximado de z(0'001,1'002)



(d) Calcular

0z
0,1
ﬁxay( )
Solucidn:
(a) En primer lugar escribimos el sistema como
i = aotP+2—y>=0
fo = 4dzt—x+4=0

y calculamos

0 (fl, f2) o 1 3(Et2 o 3
IR ) =y 4. |= 4z — 12xt
que no se anula para x = 0,y = 1,z = 1,t = —1. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de la funcién
implicita.
Derivando el sistema implicitamente respecto a x obtenemos
at 0z
B +30tP —+ = = 0
+or or + ox
0z ot
dt—+4z— -1 = 0
ox + o
Ahora sustituimos los valores z =0,y =1,z = 1,t = —1. Obtenemos
0z
-1 —(0,1) = 0
++ 8:5( )
0z ot
—-4—(0,1)+4—(0,1)—1 = 0
5 01 T45-(0,1)
por lo que
0z ot 5
—(0,1)=1, —(0,1)=-
ax( ) ) ) al_( ) ) 4
Derivando el sistema implicitamente respecto a y obtenemos
ot 0z
3Jwt? —+ -2y = 0
T oy + oy Y
t% + z@ = 0
dy oy
Ahora sustituimos los valores =0,y = 1,z = 1,t = —1. Obtenemos
0z
—(0,1)=2 = 0
ay( ) )
0z ot
——(0,1)+ —(0,1) = 0
5y 0D+ 5,01
por lo que
0z ot
—(0,1)=2, —(0,1)=2
82/( Y ) i ay( ) )
(b) Usamos la aproximacién de Taylor de primer orden alrededor el punto (0, 1),
Pu(e.y) = (0.1) + 50,0+ 5 0,1y~ 1) =+ 29 - 1

y obtenemos
2(0'001,1'002) =~ P(0'001,1'002) = 0'001 + 2’004 — 1 = 1’005
(¢) Derivamos implicitamente el sistema ?? respecto a x,

ot ot ot %t 9%z
t?— t— — t? — =
3 dy + 6z Oz Oy 3 0xdy + 0xdy 0
oos e ozt o
oz Oy 0xdy  Ox Jy : 0xdy

Ahora sustituimos los valores

0z ot 5 0z ot
‘T*Ovyflvzflvtffla %(031)*17 %(071)*7 7(071)*27 @(071)*2



con lo que queda el sistema

0%z
6+ M(O, 1) =0
9 02z 0%t
2 0xdy + 0xdy
y resolviendo este sistema obtenemos
0%t 21 0%z
8x6y( )= 2 8$8y( 1) =6

4-10. Encontrar la aprozimacion polinomica de las siguientes funciones hasta el grado 2:
(a) f(z,y) =In(l +z+2y) en (2,1).
z,y) = 23 + 3%y + 629> — 5% + 3wy? en (1,2).

x,y) = sen(zy) + cos(zy) en (0,0).
2,9,2) =z — 1y +xz en (1,0,3).

Solucién: El polinomio de Taylor de orden 2 de f alrededor del punto zq es

Pa(z) = f(zo) + V(o) - (& — 20) + (& — 20) Hf (20)(x — o)

2!
B (1 2)
r=2,y=1 5’ 5
1 _ 2
25 25

(a) f(z,y) =log(l+ x4+ 2y) en (2,1). Como,

v = (s )

1+z+2y" 1+x+2y

1 2
< (1+z§rzy)2 (szzy)z )

C(+at2y)? (I+z+2y)?

el Hessiano es

r=2,y=1
f(2,1)=In5
el polinomio de Taylor es
1 1 9 2 2 9
Py(z) =Inb+ o(z =2+ -(y D+ —55(@—2)" — (@ = 2)(y = 1) - 5 (y — 1)
(b) f(z,y) = 2% + 32%y + 62y — 522 + 329% en (1,2). Como,
Vf(1,2) = (32% + 6y + 9y* — 10z, 32° + 18yx)| _, yon = (41,39)

_( 8 42 )
ety 42 18

£(1,2) = 38

y el Hessiano es

6x + 6y — 10 62+ 18y
6x + 18y 18«

el polinomio de Taylor es
Py(z) =38 +41(z — 1) +39(y — 2) + 4(z — 1)* + 42(z — 1)(y — 2) + 9(y — 2)*
(¢) f(z,y) = e*¥ en el punto (0,0). Tenemos que f(0,0) = 1. El gradiente es
Vf(0,0) = (e*t¥, e Y)] = (e

z=0,y=0 ~
( Tty Tty ) ( eV el )
z+y z+y = 0 0
e e £=0,4=0 e’ e
El polinomio de Taylor es
1

1 1
P2(z):1—|—1x—|—1y—|—5(1x2+2xy—|—y2):1+z+y+§x2—|—yx+§y2

y el Hessiano es




4-11.

4-12.

(d) f(z,y) =sin(xy) + cos(xy) en el punto (0,0). Por una parte, f(0,0) = 1. El gradiente es
V£(0,0) = ((cosyz)y — (sinyzx) y, (cosyx) z — (sinyzx) x)|m:07y:O = (0,0)

Las derivadas segundas son

0? .

(8;)02 = —y? sin(yz) — y* cos(yx)

>*f . :

910y = —yxsin(yx) + cos(yx) — yx cos(yz) — sin(yzx)
2

(gy‘;; = 2% — 2% cos(yx)

y el Hessiano en el punto (0,0) es

(1)
1 0
por lo que el polinomio de Taylor es
Py(z,y) =1+yx
(e) f(x,y,2) =2 —y?+ xz en el punto (1,0,3). Por una parte, f(1,0,3) = 4. El gradiente es
VF(1,0,3) = (1+2,-2y,2)|,1 y—g .05 = (4,0,1)

y el Hessiano es

0 0 1
0 -2 0
1 0 0

por lo que el polinomio de Taylor es
1
Py(z,y,2) =4+4(x—1)+ (2 —3) + 5(—2y2 +2(z — 1)(z — 3))

Dada la forma cuadrdtica Q (z,y, z) = ¥2 — 2axy — 2x2 + y> + 4yz + 522 spara qué valores del pardmetro a
es definida positiva?

Solucién: Q(z,y,2) = 2% — 2azxy — 2x2 + y? + 4yz + 522
Sera definida positiva si los menores principales verifican Dy > 0, Dy > 0, D3 > 0. Vamos a calcularlos.
D=1

DQZ‘_la 71(1 =1-a?>0siysélosila < 1.
1 —a -1

Ds3=| —a 1 2 | = —5a%+4a = a(4 — 5a) > 0siy sélosia € (0,4/5).
-1 2 5)

Por tanto, sera definida positiva si a € (0,4/5). Si a = 0 0 a = 4/5, entonces tenemos Dy > 0, Dy > 0,
D3 = 0, por lo que es semidefinida positiva, pero no definida positiva. Cuando a € (—o0,0) U (%, +00) se
verifica que Dy > 0, D3 < 0 por lo que la forma cuadratica es indefinida.

Estudiar el signo de las siguientes formas cuadrdticas por el método de los menores principales.
(a) Q1 (w,y,2) = 2% + Ty? + 822 — 6xy + 4zz — 10y=.
(b) Q2 (x,y,2) = —2y* — 2% + 22y + 2x2z + dyz.

1 -3 2
Solucién: a) La matriz asociada a Q1 es -3 7 =5 |. Calculamos Dy =1> 0, Dy = ‘ _13 _73 ’ =
2 -5 8
1 -3 2
—2yDs=| -3 7 —b|=-9. Por tanto, es indefinida. (No era necesario calcular Ds)
2 -5 8
0 1 1
b) La matriz asociada a Q2 es 1 -2 2 . Vemos que Dy = 0. Para poder aplicar el método de los
1 2 -1

menores principales, hacemos el cambio de variables £ = z, Z = . Obtenemos

Q2 (%,y,2) = —2y° — 2% + 22y + 277 + 4yT



cuya matriz asociada es 2 —2 1 |. Los menores principales son Dy = —1, Dy = ‘ 21 _22 ’ = —2.
1 1 0
Por tanto, es indefinida.
0 1 1
Otra forma de hacer este ejercicio es la siguiente. Como D3 = |1 -2 2 | =7 0, pero D; = 0,
1 2 -1

Dy = —1, por la proposicién 3.13, la forma cuadrética es indefinida.

4-13. Estudiar los valores que debe tomar a para que la forma cuadrdtica Q (x,y,2) = azx? + 4ay® + 4az? + 4oy +
2axz + 4yz sea:
(a) Definida positiva.
(b) Definida negativa.

Solucién: La matriz asociada a la forma cuadratica Q(z,y, z) = az? + 4ay® + 4az* + 4xy + 2axz + 4yz es

a 2 a
2 4a 2
a 2 4da

(a) Estudiamos las condiciones para que los menores principales verifiquen

(1) Di=a>0
(ii) Dy = g 42a =4a% — 4= 4(a® — 1) > 0. Esta condicién se verifica si y sélo si |a| > 1.
a 2 a
(iii) D3 =| 2 4a 2 |=12a>—12a =12a(a®—1) > 0.
a 2 4a

Asumiendo que a > 0, la condicién a(a? — 1) > 0 se simplifica en que (a? — 1) > 0 que es equivalente a
la| > 1. Por tanto, @ es definida positiva si a > 1.
(b) Estudiamos las condiciones para que los menores principales verifiquen

(i) Dy =a <0.
(i) Dy = g 42a ‘ =4a? — 4 = 4(a® — 1) > 0 Esta condicién se verifica si y sélo si |a| > 1.

Asumiendo que a < 0, la condicién 4(a? — 1) > 0 se convierte en a < —1. Hemos visto en el apartado
anterior que D3 = 12a(a? — 1) < 0 si a < —1. Por tanto, Q es definida negativa si a < —1.
El razonamiento anterior demuestra que @ is indefinida si a € (—1,0) U (0,1). Si a = 0, la forma
cuadratica es Q(z,y, z) = dzy + 4yz y vemos que Q(1,1,0) =4 > 0, Q(1,-1,0) = —4 < 0, por lo que Q
es indefinida
Para estudiar los casos a = 1 hacemos el siguiente cambio de variables
T=2 Y=Y, Z=z
con lo que obtenemos la forma cuadrética
Q(Z,7,2) = az® + 4ay® + 4az* + 42y + 2027 + 4YT = 4aT? + 4ay® + az* + 4Ty + 202T + 4y

cuya matriz asociada es

4da 2 a
2 4a 2
a 2 a

Para esta matriz tenemos que
Dy =4a,Dy = 16a® — 4, D3 = 12a(a® — 1)
y vemos que para a = 1,
Dy =4,D,=8, D3=0
por lo que @ es semidefinida positiva. Finalmente, para a = —1,

Dy=-4,Dy=8, D3=0

por lo que @ es semidefinida negativa.



4-14. Clasificar las siguientes formas cuadrdticas dependiendo de los pardmetros.
a) Q(z,y, 2) = 922 + 3y* + 2% + 2axz
b) Q(x1, 29, x3) = 7 + 423 + bas + 2ax 20 + 22973

9 0 a
Solucién: a) La matriz asociada a Q(x,y,2) = 922 +3y? + 22 +2axzes | 0 3 0 |. Calculando los
a 0 1
9 0 9 0 a
menores principales tenemos que son D1 = 9, Dy = ’ 0 3 ‘ =27y D3=|0 3 0 |=27—-3a% Porlo
a 0 1
tanto, la forma cuadratica
(a) es DEFINIDA POSITIVA si 27 — 3a? > 0, es decir si —3 < a < 3.
(b) no puede ser DEFINIDA NEGATIVA, ya que D; =9 > 0.
(¢) no puede ser SEMIDEFINIDA NEGATIVA, por la misma razén.
(d) es SEMIDEFINIDA POSITIVA si 27 — 3a? = 0. Es decir si a = -3 a = 3.
(e) es INDEFINIDA si 27 — 3a? < 0, es decir si |a| > 3.
1 a O
b) La matriz asociada a Q(x1,x2,23) = 27 + 423 + brd + 2azx129 + 229w3 es [ a 4 1 |. Calculando
0 1 b
1 1 a O
los menores principales tenemos que son Dy = 1 > 0, Dy = a 4= 4—a>y D3 =]a 4 1]|=
0 1 b
4b—1—a?b =b(4 —a?) — 1.
(a) Sera DEF. POSIT. si
4—a%>0
4b—1-a%b>0
de la primera desigualdad obtenemos la condicién de que —2 < a < 2. De la segunda b > ;=—, es decir
—2<a < 2
b> 4— a2
(b) no puede ser DEF. NEG. ya que D; =1>0
(¢) no puede ser SEMIDEF NEG por la misma razén.
(d) Siae (—2,2)y b= ;== entonces D3 = 4b — 1 — a®b = 0 por lo que es SEMIDEF. POS.
(e) Si|a| > 2 (es decir, 4 —a? < 0), entonces es INDEF.
1 a O
(f) Por tltimo, si |a| = 2, obtenemos [ @ 4 1 |. Los menores principales son
0 1 b

D=1, Dy=4—a*>=0, D3=4b—1—a’bh=—-1

por lo que la forma cuadratica es indefinida.

4-15. Sea u : R™ — R wna funcion cdncava, es decir, para
cualquier vy, v € R™ y XA € [0,1], se verifica que
u(Avy + (1= X)ve) > Au(vr) + (1 — Nu(ve). Demues-
tra que S = {v € R" : wu(v) > k} es un conjunto
convezo. En particular, si u : R? — R es cdncava,
la grdfica de la figura representa a S = {v = (z,y) €
R?: wu(x,y) > k}.

Solucién: Sea S = {zr € R" : u(x) > k}. Sean z,y € S, es decir, u(x) > k y también u(y) > k. Dada una
combinacién de estos dos puntos, . = Az + (1 — \)y tenemos que

u(ze) =u(Ax + (1 — N)y)
> du(x) + (1 — Nu(y) ya que u es concava
>X+ (1 -Nk=k

por tanto, z. € S y S es convexo.



4-16. ;Cdomo seria el enunciado del problema anterior para una funcion convera u : R™ — R?

Solucién: Si u : R™ — R es una funcién convexa, entonces, el conjunto S = {x € R" : u(x) < k} es
convexo.

4-17. Determinar los conjuntos del plano donde las siguientes funciones son converas o concavas:
() f(z,) = (&~ )2 + a2,
) =& —day + 122 4 4.
h(z,y) =e " +e V.
k(z,y)

Solucién:
(a) Primero observamos que si 2 = 0 entonces f(0,y) = 1 es constante. Por lo tanto, f es concava y convexa
en el conjunto {(0,y) : y € R}.
El Hessiano de f(z,y) = (z — 1)? + 22 es

2 2y
2y 2x

Vemos que Dy =2 > 0, Dy = 4(x — y?). Como D; > 0 la funcién no es céncava en ningin subconjunto
de R2. Vemos que Dy > 0siy sélo si z > y2. La funcién es convexa en el conjunto {(z,y) € R?: x> yQ}.
(b) El Hessiano de
x3 9
fly) = 5 —day + 120 +y

(%5

Vemos que Dy = 2z, Dy = 4x — 16. La funcidn serfa concava en los conjuntos convexos donde Dy < 0 (y
por tanto < 0) y Dy > 0 (y por tanto, z > 4). Como ambas condiciones son imposibles no es céncava
en ningdn subconjunto no vacio de R2.
Siz >0y x > 4entonces Dy > 0y Dy > 0y vemos que la funcién es convexa en el conjunto
{(z,y) e R? : x > 4}.

(c) El Hessiano de h(z,y) = e +e Y es

e ™ 0
0 e¥
Notamos que ambas derivadas segundas son siempre positivas y por tanto la funcién es convexa en todo

R2.
(d) El Hessiano de k(z,y) = e es

es

o (V0 wytl
zy+1 z2

Como e¥* > 0 para todo (z,y) € R? el signo de la matriz anterior es el mismo que el signo de la matriz

siguiente
y? zy + 1
oy +1 x2

Para esta matriz obtenemos que Dy = 3% > 0, Dy = —1 — 2zy. La funcién es convexa si Dy > 0, es decir
si 2zy < —1. Por tanto, la funcién es convexa en el conjunto

A={(z,y) eR*: 2y < —1/2,x > 0}
y también en el conjunto

B={(z,y) eR?: 2y < —1/2,2 < 0}

La unién AU B no es un conjunto convexo.
Finalmente, en los conjuntos convexos, C' = {(x,y) € R? : 2 =0} y D = {(z,y) € R? : y = 0}, la funcién
es constante y por consiguiente, céncava y convexa.
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(e) El dominio de la funcién I(z,y) = In(\/xy) es
R, UR?  ={(z,y) eR*: 2,y >0} U{(z,y) € R? : 2,y < 0}
Siz,y > 0, el Hessiano de

B ~f Lnz +1ny), if x,y > 0;
I(z,y) = In(/zYy) = { %(m(ﬂg) +In(—y)), ifz,y<0;

N
2\ 0 3

Esta matriz es definida negativa y, por tanto, la funcién es céncava en todo Rf_ 4. Siz,y <0, el Hessiano
de

es

(In(—z) + In(—y))

DO | =

f(z,y) = In(\/zy) =

Lz 0
2 0 7

Esta matriz es definida negativa y, por tanto, la funcién es también céncava en todo R2 _ y en todo Ri L

es también

4-18. Determinar en las siguientes funciones el valor de los pardmetros para que sean convezxas en todo su dominio.
(a) f(z,y,2) = ax® +y* + 22° — dazy + 2yz
(b) g(z,y) = daz® + 8zy + by?

Solucién:
(a) El Hessiano de f(z,y,2) = ax? + y* + 22% — 4azy + 2yz es
20 —4a O
—4a 2 2
0 2 4

Para que sea convexa necesitamos que la matriz sea semidefinida positiva. Observamos que

D1 =2a
. 2a —4a o . 2 .
D, —’ 4 2 | T 4a — 16a* = 4a(1 — 4a)
2a  —4a O
D3=| —4a 2 2 |=8a—64a® = 8a(l — 8a)
0 2 4

Vemos que D; > 0 es equivalente a a > 0. Y suponiendo que a > 0, la condicién D3 > 0 es equivalente
aa < 1/8. Ademds, si 0 < a < 1/8 entonces Dy > 0, por lo que la funcién es estrictamente convexa
si 0 < a < 1/8. Por otra parte, si a = 0 0 a = 1/8, el Hessiano es semidefinido positivo. Por tanto, la

funcién es convexa si 0 < a < 1/8.
(b) El Hessiano de g(z,y) = 4ax? + 8xy + by? es

8a 8
8 2b
Observamos que

D1 =8a

8a 8

Da=|'g 9

’ = 16(ab — 4)

Para que g sea convexa necesitamos que el Hessiano sea semidefinido positivo. Es decir, la funcién es
convexa si a > 0y ab > 4 (o equivalentemente si a > 0y b > 4/a.
Si a = 0, entonces D1 = 0, Dy = —64 # 0. Y vemos que Hh(z,y) es indefinida en todos los puntos

(z,y) € R? por lo que la funcién no es convexa en R2.
Si a < 0, entonces Dy < 0, por lo que HA(x,y) no puede ser ni definida positiva ni semidefinida positiva
en ningtin punto (z,y) € R? y la funcién no es convexa en R2.
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4-19.

4-20.

Discutir la concavidad o convezidad de la funcién f(z,y) = —6x2 + (2a + 4)zy — y* + 4ay segqin los valores

del parametro a.

Solucién: El Hessiano de f(z,y) = —622% + (2a + 4)zy — y? + 4ay es

—-12 2a+4
2a 4+ 4 —2

Tenemos que

Di=-12<0
| 12 2a+4 | o o
Dg—‘2a+4 9 ‘—8 4a 16a

Como D; < 0 la funcién no puede ser convexa. Seria céncava si Dy = 8 — 4a? — 16a > 0. Las raices de
8 — 442 — 164 = 0 son —2 + /6. Entonces, Dy > 0 es equivalente a —2 — V6 <a< —-2++/6. Por lo tanto, f

es concava si a € [—2 — /6, —2 + /6]

Hallar el mayor conjunto convezo del plano en el que la funcién f(x,y) = 2% —y* —ay — x

Solucién: El Hessiano de f(z,y) = 2% — y? — xy — 23 es

2—6x -—1
-1 -2

Dl =2 — 6x
D2 =12x — 5

Tenemos que

3 es concava.

La condicién Dy > 0 es equivalente a z > 5/12. Como 5/12 > 1/3, la condicién anterior también garantiza que
D1 < 0. Por tanto, el mayor conjunto del plano en el que f es céncava es el conjunto {(z,y) € R? : z > 5/12}.



