UNIVERSIDAD CARLOS 111 DE MADRID
MATEMATICAS! PARA LA ECONOMIA II
PROBLEMAS (SOLUCIONES )

HOJA 2: Limites y continuidad de funciones en R".

2-1. Dibuja cada uno de los subconjuntos de R? siguientes. Dibuja su frontera y su interior. FEstudia si son
abiertos, cerrados, acotados, compactos o converos.
(a) A={(z,y) €R2:0 < |[(2,9) — (1,3)]] < 2}.

) ER?:y < a3}

)ER?:|z| < 1, |yl < 2}

) €R2:[a] + Jy| < 1}.

JER? iy <a?y<1l/w,z>0}.

yER?2 :xy <y+1}.

JER?: (z—1)2+y*> <1,z <1},

Solucién:
(a) El conjunto representa al disco de centro C' = (1, 3) y radio 2, al que se le quitado el centro.

®

flay) = l@y) — (1,3)] = V(@ —1)2 + (y - 3)?

La funcién f : R? — R definida por

es continua y el conjunto A se puede escribir como

A={(z,y) eR*: 0 < f(a,y) <2} = {(z,9) €R?: f(z,9) € (0,2)}

Como el intervalo (0,2) C R es abierto, el conjunto A es abierto. Es acotado, ya que estd contenido
en el disco {(z,y) € R? : ||(x,y) — (1,3)] < 2}.

Ademds, no es convexo ya que los puntos P = (1,4) y Q = (1,2) pertenecen a A pero la combinacién
convexa

1 1
5(174) + 5(1,2) =(1,3)

no pertenece al conjunto A.
El interior, la frontera y la clausura de A estan representados en el grafico siguiente
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Interior Frontera Clausura

Observemos que 0A N A = ). Esto proporciona otra forma de demostrar que el conjunto A es abierto.
(b) La funcién f : R? — R definida por
flay) =2~y
es continua y el conjunto B se puede escribir como
B ={(z,y) €R*: f(z,y) > 0} = {(z,y) € R?: f(z,y) € [0,00)}
Como el intervalo [0,00) C R es cerrado, el conjunto B es cerrado.

y y=x3

El conjunto B no es acotado ya que, por ejemplo, los puntos
(1,0),(2,0),...,(n,0),...

estan en B pero _

nh_)n;o |(n,0)| = 400

Ademsds, no es convexo ya que los puntos P = (0,0) y @ = (1, 1) pertenecen a B pero la combinacién

convexa

1 1 11
C_2P+2Q_(2’2>




no pertenece al conjunto B, ya que no verifica la ecuacién y < 3.

El interior de B es el conjunto {(z,y) € R? : y < 23}. La frontera de B es el conjunto d(B) = {(z,y) €
R?:y =23}. Y La clausura de B es el conjunto B = BUJ(B) = {(z,y) € R? : y < 23}. Como B = B,
el conjunto es cerrado.

(c) La representacién grafica del conjunto C' es

y
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| |
— 1
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Los puntos P y @ del gréfico
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estdn en la frontera de C. Como P ¢ C, vemos que C no es cerrado y como @ € C, vemos que C' no
es abierto.

Gréficamente, vemos que el conjunto C' es convexo. Otra forma de demostrar esto es que el conjunto
C estd determinado por las desigualdades lineales

x> —1, T <1, Yy > —2, y <2

El interior, la frontera y la clausura de A estan representados en el grafico siguiente

=
I

Interior Frontera Clausura

Vemos que 9(C) N C # (), por lo que el conjunto no es abierto. Ademds, C # C por lo que el conjunto
no es cerrado.

Las funciones siguientes estdan definidas de R? en R y son continuas.

filzy) = y—2-1
folzy) = y—1+x
fa(zy) = y+o+1l
falz,y) = y—az+1

El conjunto D
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estd definido por

D:{(.’E,y)ERQZfl(l‘,y)<0, fQ(CU,y) <0, f3($>y)>07 f4(33,y)>0}

por lo que es abierto y convexo. El conjunto D es acotado porque estd contenido en la bola de
centro (0,0) y radio 1.
El interior, la frontera y la clausura de A estan representados en el grafico siguiente

. Frontera
Interior Clausura

Como (D) N D = 0, el conjunto es abierto.

(e) La representacion grafica del conjunto E es

1
y=x2 ‘\ y = 1/x
X=0
Las funciones
h(zy) = y—2a°
f2 (1.7 y) = Y- ]./(E
f3 (Ia y) = T

estdn definidas de R? en R y son continuas. El conjunto E esté definido por

E= {(I7y) € RQ : fl(xay) < 07f2(:177y) < Oa f3(x7y) > 0}
por lo que es abierto. El conjunto £ no es acotado porque los puntos de la forma

(n,0) n=1,2,...



estdn en F' y
lim || (n,0)]| = lim n =400
n—oo n—oo

Ademds, no es convexo ya que los puntos P = (0'2,0) y Q = (1,0'8) pertenecen a F pero la combinacién
convexa

1.1
R=2P+5Q=(06,04)

no pertenece a F porque no satisface la desigualdad y < x2. El interior, la frontera y la clausura de £
estan representados en el grafico siguiente

o e Sy N

Interior Frontera Clausura

Como 9(E) N E = {, el conjunto es abierto.

(f) La representacién grafica del conjunto F' es

3

La funcién f(x,y) = 2y — y definida de R? en R es continua. El conjunto F es F = {(z,y) € R? :
f(z,y) <1} por lo que es cerrado. El conjunto F' no es acotado porque los puntos de la forma

(n,0) n=1,2,...



estdn en F' y
lim || (n,0) ]| = lim n =400
n—oo n—oo

El diagrama

O

ilustra por qué F' no es convexo. El interior, la frontera y la clausura de F' estan representados en el

grafico siguiente
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Clausura

Como J(F) C F, el conjunto F es cerrado.

(g) La representacion gréfica del conjunto G es

Frontera
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Las funciones f(x,y) = (x — 1)2 +9? y g(x,y) = z definidas de R? en R son continuas. El conjunto G
es G = {(z,y) € R? : f(z,y) <1, g(x,y) < 1} por lo que es cerrado. El conjunto G es acotado
porque coincide con el disco de centro (1,0) y radio 1. Ademds, el conjunto G es convexo. El interior,
la frontera y la clausura de G estén representados en el grafico siguiente
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Interior Frontera Clausura

Como 9(G) C G, el conjunto G es cerrado.

2-2. Halle el dominio de las siguientes funciones:
(a) fz,y) = (@ +y* = 1)V
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2-3. Halla la imagen de las siguientes funciones:
(@) flz,y) = (z° +y* + /2
Yy
(b) flz,y) =

(c) flz,y) =

x2+y2'
22— y?

x2+y2'



(d) f(z,y) =In(z® +y*)

(e) f(z,y) = In(1+ 2> +y°)
(f) flz,y) = Va2 +y2.
Solucion:

(a) [1,00).

(b) [F 3]

(¢) [-1,1].

(d) (—o00,00).

(e) [0,00).

(f) [0, 00).

2-4. Dibuja las curvas de nivel de las siguientes funciones para los valores de ¢ propuestos:
(a) f(z,y) =wy, c=1,-1,3.

(b) f(z,y)=€"Y, c=1,-1,3.

(¢) flz,y) =In(zy), c=1,-1,3.

(d) flz,y) =(z+y)/(x—y), c=0,2,-2.
(e) f(xay) :x27y, 0:031371'

(f) flz,y) =ye®, c=0,1,-1.

Solucién:
(a) Las curvas de nivel estdn determinadas por la ecuacién xy = c¢. Para ¢ # 0, las curvas de nivel vienen
dadas por la grafica de

IS e

por lo que las curvas de nivel son

(b) Las curvas de nivel estdn determinadas por la ecuacién e*¥ = ¢. Por lo tanto cuando la curva de nivel
correspondiente a ¢ < 0 es el conjunto vacio. En particular, no hay curva de nivel correspondiente a
c=—1.

Para ¢ > 0, la curva de nivel verifica la ecuacion e®¥ = ¢, por lo que xy = Inc. Para ¢ = 1, la curva de
nivel son los puntos (z,y) € R? tales que zy = 0. Para ¢ = 3, la curva de nivel son los puntos (z,y) € R?
tales que

_ 3
_,CL'

Y

Graficamente,



-4 -2 0 2 4

(¢) Las curvas de nivel estdn determinadas por la ecuacién log(zy) = ¢ que es la misma que zy = e°.
Graficamente,

(d) Las curvas de nivel estdn determinadas por la ecuacién x +y = c¢(x — y), que es la misma que (1+¢)y =
(¢ — 1)z. Gréficamente,

-4 -2 0 2 4

2

(e) Las curvas de nivel verifican la ecuacién y = z* — ¢. Gréficamente,
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2-5. Sea f(x,y) = Cx®y'™ (con 0 < a < 1y C > 0) la funcién de Cobb-Douglas donde x e y representan las
unidades de trabajo y capital respectivamente y [ las unidades producidas.
(a) Halla, representa e interpreta distintas curvas de nivel de f.

(b) Demuestra que si se duplican las unidades de trabajo y las de capital, entonces se duplica el nivel de
produccion.

Solucién:
(a) Las curvas de nivel son,

10F]

(b) f(z,y) = Cay'=®, f(2z,2y) = C (22)* (2y)"~* = 2C2xy' = = 2f(z,y).

2-6. Estudia la existencia y el valor de los siguientes limites.
(a) lim(zy)—(0,0) 72552 -
2

(b lim z,9)—(0,0) :Irgriiyz’
2

3z y
z,y)—(0,0) zTryZ -

) lim
) lim

(d) Hm(z ) (0.0) 2ryase -



(e) limz ) (0,0) 72757 -
2

() lim(z)~(0,0) 77552

3

(8) lim(z,y)-(0,0) 32157 -

Solucion:
(a) |(2%2)

_ T _ 1 . 1 s s . e
=y = Y lim,_q (230) no existe. El limite no existe.

(b) Vamos a probar que

Observamos que

lim T,Y) =
(2,9)—(0,0) fley)
2 2,2
Ty |z (= +y°)
O< frd =
<@l = || < T =

Y como lim(, ) 0,0y |2| = 0. Tenemos que lim(, ) (0,0) f(,y) = 0.

(¢) Por una parte,

( 322y ) 3 3
-T4+y2 y:17x4+m27x2+1
Y 3
T
Ilir(l) x24+1 0
Por otro lado,
-
.’1,'4 + y2 a2 2
Por tanto, el limite no existe.
z®—y? z?—k%a? 1— k2 o .
(d) [(m)} L T ST = 1R depende de k. Por tanto, el limite no existe.
Y=RT

(@ [

)

y=kz

2k _k
= 2”37 = 14 depende de k.

(f) Vamos a probar que

lim  f(z,y) =0.

Observamos que

(z,9)—(0,0)
I B e
? x2+y2 — x2+y2

Y como lim, ) (0,0 [¥| = 0, concluimos que lim, ) 0,0y f(2,y) = 0.

(g) Vamos a probar que lim, ) (0,0) f(,y) = 0. Observamos que

J?yg

x2 + y?

y2 ’ .132 + y2

2+ 12 ry m lzy| = [zy|

|f(z,y) =

Y como lim(, ) 0,0y [2y| = 0, concluimos que lim, ) (0,0) f(z,y) = 0.

2-7. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

(a) f(z,y)
(b) f(z.y)
() f(xy)
(d) f(z,y)

Solucion:

{
{
(;
{

2 .
L i) £ (0,0)
si (z,y) = (0,0)
il 2 gy #£0

o

v .
0 sty =20
4
ELs siy#—a?
siy = —x°
3 .
FLa si(2,y) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

11
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(a) La funcién :E?,Lfyg es discontinua en los puntos {(x,y) : z = —y}. (El limite

1'2y

lim
(z,y)—(0,0) 3 + 3

no existe. Se puede hacer probando con curvas de la forma y = kz.)

(b) La funcién Iyy+1$2,
(i) es continua en los puntos (x,y) para los que y # 0.
(ii) no es continua en los puntos de la forma (x9,0) con zg # 0. Ya que el limite
2
Zo

. T 3
Jim (£ (w0, y)) = lim a5 + ”

no existe si g # 0.
(iii) Tampoco es continua en (0,0) porque

1 1
1 2y = | 3 — = —
Jimg, f(z, ka”) = limy (w +/<:> k

que depende de k.

(¢) La funcién
xty
8 + 93
es continua en los puntos (x,%) tales que y # —z2. En cambio, en los puntos de la forma (a, —a?) no es
continua porque,
(i) Si a # 0, tenemos que

lim  f(a,y)
y——a?

no existe porque el numerador tiende a —a® # 0 y el denominador tiende a 0.
(ii) El limite
lim z,
(z,y)—(0,0) f( y)
no existe porque
t6 1

. 2\ _1: v =
tlg%f(t’t )_%g%tG—i—tﬁ 2

mientras que los limites iterados valen 0.

(d) La funcién Ifiny es un cociente de polinomios y el denominador sélo se anula cuando (x,y) = (0,0).

Por tanto, la funcién es continua en todos los puntos (z,y) # (0, 0).
En el punto (0,0) también es continua porque hemos probado en un problema anterior que

3
lim LU =
(z,y)—(0,0) 2 + 2

Concluimos que la funcién es continua en todo R2.

2-8. Sea el conjunto A = {(z,y) € R?|0 <2 < 1,0 <y <1} y la funcion f: A — R? definida mediante
(z+1 y+1
fla = (255.55)

Comprueba que se verifican las hipdtesis del Teorema de Brouwer ; Es posible determinar el (o los) punto(s)

figo(s)?

Solucién: Teorema de Brouwer: Sea A un subconjunto compacto, convexo y no vaciode R*y f: A — A
una funcién continua. Entonces, f tiene un punto fijo. (Es decir, un punto a € A, tal que f(a) = a). El
conjunto A es compacto y convexo. La funcién f es continua si y # —2 y & # —2. Por tanto, f es continua
en A y se verifica el Teorema de Brouwer.

Si (z,y) es un punto fijo de f, entonces

r+1
€T =

y+2

y+1
y =

T+ 2



13

es decir,
zy = 1l—=2
zy = 1—y
por tanto x = y y se verifica la ecuacién 22 + z — 1 = 0 cuyas soluciones son
-1£+5
T=—p

La tinica solucién en el conjunto A es (_1%‘/57 %\/g)

2-9. Considera la funcion f(x,y) = 3y — 2? definida en el conjunto D = {(x,y) € R? : 22 +¢y? < 1,0 < x <
1/2,y > 0}. Dibuja el conjunto D y las curvas de nivel de f. Alcanza f un mdzimo y un minimo sobre D?

Solucién: El conjunto D es

|
Iox2+y?=1
|
1
|

(0,1)\'

|
x=1/2

Observemos que D no es compacto (ya que no es cerrado). No contiene al punto (1/2,0). Por otro lado,
las curvas de nivel de f son de la forma

2

x
—C+ =
Yy T3

Gréficamente, (la flecha roja apunta en la direccién de crecimiento)

| y=C+x2/3
I

0.1) I
I

max

x=1/2
Vemos que f alcanza un méximo en el punto (0, 1), pero no alcanza ningiin minimo sobre A.

2-10. Sean los conjuntos A = {(z,y) e R?][0<2<1,0<y <1} yB={(r,y) eR}) -1<2<1, -1<y<1}y
sea la funcion

) = (x+1) (y1+ 5)

y+§

¢ Qué se puede afirmar de los extremos absolutos de f sobre A y B?

Solucién: La funcién

z+1 L
fx,y) = @+ 1) +y)+(y%+ 5)

es continua si y # —1/2 y, en particular, es continua en el conjunto A, que es compacto. Por el Teorema de
Weierstrass, f alcanza un méaximo y un minimo en A.
Pero, por ejemplo, el punto (0,—1/2) € IntB y
lim  f(0,y) = —o0, lim  f(0,y) = +oo
1 1\~

y—(3) v—=(=)
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por lo que f no alcanza ni méximo ni minimo en B.

2-11. Sea el conjunto A = {(x,y) e R?: 0 <y <lnz,1 <z <2}.
(a) Dibujar el conjunto A, su frontera y su interior, y discute si A es un conjunto abierto, cerrado, acotado,
compacto y/o convexo, razonando tus respuestas.
(b) Demuestra que la funcion f(x,y) = y* + (x — 1) tiene un mdzimo y un minimo en A.
(¢c) Utilizando las curvas de nivel de f(x,y), hallar el mdzimo y el minimo de f en A.

Solucién:
(a) El conjunto A es

La frontera e interior son y

~

Como OA C A, el conjunto A es cerrado. No es abierto porque AN A # (). Otra manera de probar esto
serfa considerar los conjuntos cerrados A; = {(z,y) € R?: 0 < y}, A2 = {(z,y) € R*: 1 <z < 2}. El
conjunto Az = {(z,y) € R?: y < log(z)} es también cerrado al ser continua la funcién g(z, y) = log(z)—y.
Entonces A = A; N A3 N A3 es un conjunto cerrado.

El conjunto A es acotado porque A C B(0,r) con r > 0 suficientemente grande. Como es cerrado y
acotado el conjunto A es compacto. El conjunto A es convexo porque es el hipografo de la funcién
f(z) =Inz en el intervalo [1,2] y la funcién Inz es céncava.

(b) La funcién f es continua en todo R?, porque es un polinomio. En particular, la funcién es continua en
el conjunto A. Ademas, el conjunto A es compacto ya que es una circunferencia. Por el teorema de
Weierstrass, la funcién alcanza un maximo y un minimo.

(¢) Las curvas de nivel de f tienen por ecuacién

fly) =y +(@-1)*=C.

Son circulos centrados en el punto (1,0).

Ay

Gréficamente, vemos que el méximo es f(2,In2) =1+ (In 2)2 y se alcanza en el punto (2,In2) y que el
minimo es f(1,0) = 0 y se alcanza en el punto en el punto (1,0).

2-12. Sea el conjunto A = {(x,y) € R? : 2,y > 0;In(zy) > 0}.
(a) Dibujar el conjunto A, su frontera y su interior, y discute si A es un conjunto abierto, cerrado, acotado,
compacto y/o convexo, razonando tus respuestas.



(b)

()
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Considerar la funcion f(xz,y) = x + 2y. ¢ Se puede utilizar el teorema de Weierstrass para determinar
si esta funcidn alcanza un mdximo y/o un minimo en el conjunto A? Dibujar las curvas de nivel de f,
indicando la direccion de crecimiento de la funcion.

Utilizando las curvas de nivel de f(x,y), determinar grdficamente (sin utilizar, por tanto, las condiciones
de primer orden) los extremos absolutos de la funcidn f en el conjunto A.

Solucién:

(a)

La ecuacién In(zy) > 0 es equivalente a xy > 1. Como z,y > 0, el conjunto es A = {(z,y) € R? : y >

1/z,

y

x > 0}. Gréaficamente,

1
=5

1
yi%

_1
Y %

\

La frontera es el conjunto A = {(x,y) € R? : y = 1/x, z > 0}. El interior es el conjunto A= {(z,y) €
R?:y>1/z, x>0}
Como AN A # (B, el conjunto A no es abierto. Ademds A C A por lo que el conjunto A es cerrado.
Gréficamente, vemos que A no es acotado. El conjunto A no es compacto (ya que no estd acotado).
Podemos probar que el conjunto A es convexo de dos maneras.

(i) Consideramos la funcién g(x) = 1. Es fdcil comprobrar que esta funcién es convexa. Por lo tanto

el conjunto {(z,y) € R € R: 2z > 0,y > 1} es también convexo.

(ii) Consideremos ahora la funcién g(z,y) = In(zy) = Inx + Iny, definida en el conjunto convexo

7% f ), que es

2
definido negativo. De aqui deducimos que la funcién g es céncava en D. Como A zy{(aj, y) €D :
g(x,y) > 0}, el conjunto A es convexo.
No se puede aplicar el Teorema de Weierstrass porque el conjunto A no es compacto. Las curvas de nivel
de f(z,y) = x + 2y son los conjuntos de la forma {(z,y) € R? : y = C — 2/2} que son lineas rectas.

Gréficamente (el vector indica la direccién de crecimiento)

y

D = {(x,y) € R? : 2,y > 0}. EI Hessiano de esta funcién es Hg = <

y

Teniendo en murvas de nivel de f, la funcién no alcanza ningin méximo (absoluto o relativo)
en A . El minimo absoluto se alcanza en el punto de tangencia de la recta y = C'— x/2 con la grafica de
y=1/z,

En este punto se verifica que ) )

2 22
es decir x = +£v/2. Y como z > 0, el minimo se alcanza el el punto (\/i, 1/\/5),



