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La Matriz Jacobiana.

@ La matriz jacobiana de f en el punto p es la matriz m x n

9f(p) a"1(/3) ... 9hlp)
Ox1 “Oxp
0hlp) OBB) ... 0B(D)
ORI
Onlp)  Ofulp) .. ()
3X1 BXZ aXn

@ Ejemplos.
e Para f: D C R" — R, jcudl es la diferencia entre D f(p) y V f(p)?
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La regla de la cadena.

Teorema (La regla de la cadena)

Seag :R" - R™y f:R™— R/. Supongamos que g es diferenciable en
p € R" y que f es diferenciable en g(p) € R™. Entonces, la funcién f o g
es diferenciable en el punto p y

D(f og)(p) = Df(g(p))Dglp)

o La expresién D(f o g)(p) = D f(g(p)) D g(p) consiste en el producto
de 2 matrices.
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Ejemplo de la Regla de la Cadena.

e Sea 0 : R — R? dada por o(t) = (x(t), y(t)), f : R> = R. Entonces,
la regla de la cadena dice

THx(e).7(1) = D(Foo)(t) = D F(x,y)],eygy Do()

y=y(t)
- (& &)
x  dy

()
of

y=y(t)
= LA O (0 + SO ()

e En general, si o(t) = (01(t), 02(t),...,0n(t)), tenemos
Gif(o(t) = VF(o(t) %

o Ejemplo: f(x,y = xy + y?, x(t) = ef, y(t) = 2t + 1. Entonces,
S (x(0), (1) = y(6)X' (1) + (x(2) + 2¢(1))y'(t) =
(2t +1)et +2(et + 2t + 1).
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Caso especial de la regla de la cadena.

o g(s,t) = (x(s, t),y(s,t)) : R2 = R? y f(x,y) : R? — R . Entonces,
(fog)(s,t) =1(g(s,t)) =1 (x(s,t),y(s,t)). La regla de la cadena

dice que,
ofog) _ ofox ordy
Js ~ Ox0s Oy O0s
orog) _ ofox o oy
ot  Ox 0t Oy ot
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Caso especial de la regla de la cadena.

o g(s.t) = (x(5,1), (5. £), 2(5,1)) : R2 > R*y f(x,y,2) | R} 5 R.
Entonces, (f o g)(s,t) = f(g(s,t)) = f (x(s,t),y(s, t),z(s, t)). La
regla de la cadena dice que,

dfog) _ 0fdx  Ofdy  Of oz

ds 0x0s  oyds  0z0s
ofog) _ 0fdx  Ofdy  0fdz
ot  OxO0t Oy ot 0zot
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Ejemplo.

o Sea f(x,y,z) :R® — Ry x(u,v),y(u,v),z(u,v) : R2 — R
definida por
f(x,y,z) = X’y + xz
x(u,v)=-¢e", y(u,v)=uv, z(u,v)=Inv
o Consideremos la composicién h: R?2 — R definida por
h(U, V) = f(X(U, V)vy(uv V),Z(U, V))
@ Usaremos la regla de la cadena para calcular

oh Oh
_(071)7 E(Ovl)

ou
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Ejemplo.
@ Primero, x(0,1) =1, y(0,1) =0, z(0,1) = 0.
e Tenemos, Df(x,y,z) = (2xy + z,xz,x).
o Asi, Df(1,0,0) = (0,1,1).
e Escribimos g(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u,v)) = (uv,u— v,u+2v).
@ Entones,
e’ 0 10
Dg(u,v)=1| v wu |, Dg(0,1)={| 1 0
0 5 01
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Ejemplo.
@ Por la regla de la cadena,
oh oh
—(0,1) —(0,1) | = Df(1 D 1) =
(5.0 5h(0.1)) = 0r(1,0.0) De0.1)
10
=(0,1,1)( 1 0 | =(1,1)
01
o Asi pues,

oh oh
5,0D=1 - (01)=1

@ Repetimos el cilculo usando
ofog) _ ofox  ofdy  ofoz

ou - 58u+8y8u+828u
ofog) _ afox afdy ofos
ov ~ OxOv  Oydv  0zOv

Capitulo 3: Derivadas. Parte Ill: La regla de Matematicas para la Economia Il Universidad Carlos 11l de Madrid 9 /13



Ejemplo.

@ Consideremos las funciones

u(x,y,z) = x+yz,

@ Tenemos que

Oh

Ox
Oh

dy
Oh
0z

f(u,v) =uv

of o
Ou Ox
or 0u

of ou
ou o0z

v(x,

2

y,z) =yz—x

or ov
ov Ox
of ov
of ov
Ov 0z
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Ejemplo.
o Es decir,

Oh _ v 4 2uv x (—1) = 3x% — 2xyz — y?2°

ox

@ = V2z42uvz = —x?z — 2xyz® + 3y?Z3

dy
h

g— = V2y 4 2uvy = —x°y — 2xy°’z + 3y37?
z
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Ejemplo.

o Consideremos la funcién de produccién Cobb-Douglas
f(K, L) =5K312/3

@ donde f es el nimero de unidades producidas, K es el capital y L es
el trabajo.

@ Supongamos que el capital y el trabajo son funciones del tiempo
K=K(t), L=L(t)

@ Entonces la produccién
FK(t), L(1))
es también una funcién del tiempo.

@ ;Cémo cambia la produccién en un instante determinado?
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Ejemplo.

@ Usando la regla de la cadena podemos expresar este cambio.

H(K(0.L1) _ o oK o d
dt 0K dt  OLdt

5 dK 10 dL

_ _K—2/3L2/3_ _K1/3L—1/3_

dt + 3 dt
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Ejemplo.

@ Supongamos que un agente tiene una funcién de utilidad diferenciable

u(x, y)

donde x es un bien de consumo e y es la contaminacién ambiental.

@ Entonces la utilidad del agente es creciente en x y decreciente en y,

ou
ox =0
ou

@ Supongamos que para producir x unidades del bien se generan
y = f(x) unidades de contaminacién,

@ ;jCudl es el nivel 6ptimo de consumo del bien x para el agente?
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Ejemplo.

o La utilidad del agente cuando consume x del bien y se generan
y = f(x) unidades de contaminacién es

u(x, f(x))

Por tanto el agente maximiza la funcién de utilidad anterior. La
condicién de primer orden es

du(x, f(x))
— = 0

Por la regla de la cadena, vemos que la ecuacién

ou ou ,
0 = 5. F)) + 51 F)F ()

determina el nivel éptimo del bien.
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