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Derivadas Parciales.

@ En este capitulo, D denotara un subconjunto abierto de R" y sea
peD.

@ Las derivadas parciales de f : D — R con respecto a la i-ésima
variable en el punto p son el limite (si existe)

flp+te)—f(p) _ d

of
oy, (P) = lim, . dt|._, (p+ tey)

donde ¢, =( 0,...,0 ,i, 0,...,0 ).
S—— SN——

i—1términos n—itérminos
e EnR? ¢ = (1,0), & = (0,1).
e EnR3, ¢ = (1,0,0), & = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).
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Derivadas Parciales.

e Paran=2, p=(x,y):

G = 5 sy
SN = g ey
e Paran=3, p=(x,y,2):
%(x,y,z) = % s fix+ty,2)
g—;(x,y,z) = % s f(x,y +t,2)
%(X7y72) = % s f(x,y,z+t
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Derivadas Parciales.

@ Hacer algunos ejemplos de derivadas
o f=x%y+y3z
o f=e9

@ etc.
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R
Ejemplo.

@ En economia, las derivadas parciales de una funcién de utilidad se
denominan ‘utilidades marginales’, las derivadas parciales de una
funcién de produccién se denominan ‘productividades marginales’.

o Consideremos, por ejemplo la funcién de produccién Cobb-Douglas
f(K, L) =5K'312/3

donde f es el namero de unidades producidas, K es el capital y L es el
trabajo.

@ La formula anterior significa que si utilizamos K unidades de capital y
L unidades de trabajo, entonces se producen f(K, L) = 5K1/31%/3
unidades de un articulo.

@ Las constantes A=5, « =1/3y 5 =2/3 son parametros de la
tecnologia de produccién.
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Ejemplo.

o Las ‘productividades marginales' del capital y del trabajo son

of 5

Z *K_2/3L2/3
oK 3

of 10

D 7K1/3L_1/3
oL 3

@ La productividad marginal del trabajo,

orf
se interpreta en economia como una aproximacion a la variacién en la
produccién del articulo cuando pasamos de utilizar K unidades de
capital y L unidades de trabajo a utilizar una unidad mas L + 1 de
trabajo y las mismas unidades K de capital que antes.
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Ejemplo.

Por ejemplo:
e (101,100
e (100,101
e (100, 100
e (101,100

~ 501.661,
~ 503.327,

~ 500.

— £(100,100) ~ 1.661, 2£(100,100) ~ 1.666

~— ~— ~— ~—

£(100,101) — £(100,100) ~ 3.327,  2£(100, 100) ~ 3.333
Vemos que la productividad del trabajo y del capital es positiva. Es

decir si utilizamos mas trabajo y/o mas capital, aumenta la
produccién.
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Ejemplo.

Por otra parte, la productividad marginal del trabajo es decreciente en
el trabajo y creciente en el capital. Esto se interpreta de la siguiente
manera. Supongamos que la cantidad de capital utilizado K se
mantiene constante. Si L’ > L entonces

FIK, L'+ 1) — F(K, L") < f(K, L+ 1) — f(K, L)

Por ejemplo:

£(100,101) — £(100, 100) = 3.327.

Pero, f(100,1001) — (100, 1000) = 1.546.

Hemos usado que:

(100, 100) = 500, 7(100,101) = 503.327,
£(100,1000) = 2320.794, £(100,1001) = 2322.341.
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Ejemplo.

@ Es decir, si se mantiene el capital constante, usar una unidad adicional
de trabajo, cuando ya se esta utilizando mucho trabajo, aumenta poco
la produccion.

@ Podemos pensar que (K, L) es la produccién de un producto agricola
en una parcela de tierra donde L son las personas contratadas vy el
tamafio K de la parcela se mantiene fijo. El impacto en la produccién
al contratar a una persona adicional es mayor si se estan utilizando
pocas personas comparado con el caso en que ya se estan utilizando
muchas.
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Ejemplo.

Supongamos que la cantidad de trabajo utilizado L se mantiene
constante. Si K/ > K entonces

FIK',L+1)— f(K',L) > f(K,L+1) — f(K, L)

Es decir, el aumento en la produccion al utilizar una unidad mas de
trabajo es creciente en las unidades de capital que se estan utilizando.
El capital y el trabajo son complementarios. En el ejemplo anterior,
contratar a una persona adicional tiene un impacto mayor en la
produccién cuanto mayor es la parcela cultivada.

Por ejemplo:

(100, 101) — £(100, 100) = 3.327.

Pero, (1000, 101) — (1000, 1000) = 7.1609.

Hemos usado:

(100, 100) = 500, f(100,101) = 503.327,

(1000, 100) = 1077.217, (1000, 101) = 1084.386.
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Gradiente.

o El gradiente de f en eI punto p es
Vif(p) = <8X1(p) Fires Fp),--- 78Xn(p)) suponiendo que todas las
derivadas parciales existen.

o f =x%y + y3z. Calcule Vf(1,-1,2).

o f=eY". Calcule VF(—1,1).
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N
Diferenciabilidad.

fFp+v)—f(p)=VF(p)v _ ¢

(vl

o f es diferenciable en p si lim,_

o f(x)=(f(x),f(x), -, fm(x)): D CR" — R™ es diferenciable en p
si cada una de las funciones f1(x), f2(x), - - , fm(x) es diferenciable en
p.

e n =2, f is differentiable at p = (a, b) if
f(x.y)—f(a,b)—Vf(a,b)(x—ay—b) _

lim(,y) - (a,b) T(x=a,y—b)]
i f(x.y)—f(a,b)—§E(a,b)-(x—a)— 5 (a,b)-(y—b) 0
M(x,y)—(a,b) V(x—a)2+(y—b)? -

Proposicién

Sif: D — R es diferenciable en p € D, entonces f es continua es ese
punto.

Universidad Carlos 111 'de Madrid
Capitulo 3: Derivadas Parciales y Diferenc Matemaéticas para la Economia | 12/20




R
Ejemplo.

Consideremos la funcién

(225 si(x,y) #(0,0),
fley) = {o v si (x,y) = (0,0).

@ Vamos a demostrar que f no es diferenciable en el punto p = (0,0).

@ Primero, calculamos V£(0,0). Observemos que

F(t,0)— f
(0 0) = lim (t,0) (0’0):Iim%:0
t—0 t t—0 t
F(0,t) — f
—(o 0) = lim (D100 _ ;i 0
t—0 t t—0 t

por lo que V£(0,0) = (0,0).
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Ejemplo.
@ Entonces, f es diferenciable en el punto p = (0,0) si y sélo si

0— pim [(PHV) = F(p) = VF(p) v

v=0 vl
— lim f((0,0)—i—(X,y))—f(0,0)—Vf(p)(X,y)
(x9)=(00) Ny

f(x,y) = £(0,0) — (0,0) - (x,¥)

= lim
(x,y)—(0,0) \/ X2 + y2
—lim f(x,y)
(x.y)=(0,0) y/x2 + 2
xy?

= lim
(xy)=(00) (x2 4 y2)3/2
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Ejemplo.

@ Vamos a probar que este limite no existe. Consideramos la funcién

2

_ Xy
g(X7y) - (X2 +y2)3/2

@ Observamos que

0
o Ademas, 3

t 1
I|m g(t t) = lim

t—0 (2t2)3/2 - (2)3/2 70

@ por lo que el limite

Xy2
3/2

lim _—
(x:y)=(0,0) (x2 4 y?)

no existe y concluimos que f no es diferenciable en el punto (0, 0).
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Ejemplo.

Consideremos la funcién

[ 225 si(x,y) #(0,0),
fley) = {o v si (x,y) = (0,0).

@ Vamos a demostrar que f es diferenciable en el punto p = (0,0).

@ Primero, calculamos V£(0,0). Observamos que

F(t,0)— f
(0 0) = lim (t,0) (0’0):Iim%:0
t—0 t t—0 t
F(0,t) — f
—(o 0) = lim (D100 _ ;i 0
t—0 t t—0 t

@ y obtenemos que V(0,0) = (0,0).
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@ Usamos la notacion v = (x, y),
e f es diferenciable en el punto p = (0,0) si y sélo si

0— fim [P+ V) —flp) = Vf(p)-v

v—0 vl

L H0.0)+ (6y) ~ (0.0) - V(p) - (x.y)
(x.y)—+(0,0) Vx2+y?

_ f(x,y) — £(0,0) — (0,0) - (x,)
(x.y)—(0,0) VX2 +y?

= lim —f(x,y)
(x,9)—(00) \/x2 1 y2

/3

Yy

= lim

(xy)=(0,0) (x2 4 y2)3/2
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@ En el Teorema del emparedado elegimos g(x,y) =0, h(x,y) = |y|.
Como, h es continua, vemos que lim(, ,)(0,0) h(x,y) = 0.

e Para (x,y) # (0,0) tenemos que

v | X2y
(2 +y2) 2 (x4 y2)%?
V2 YRy

Ry

_ VXY (E 4y byl
SR
ey

(2 + y2)¥2
=yl
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@ por lo tanto,

. xy3
lim T e
(xy)=(00) (x2 + y2)¥/

o y la funcién es diferenciable en el punto (0, 0).
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Diferenciabilidad.

Teorema

Supongamos que hay un r > 0 tal que las derivadas parciales,
g—)fl, g—xfz, e ,g—xfn existen en cada punto de la bola abierta B(p, r) y son

funciones continuas en dicha bola. Entonces, la funcién f es diferenciable
en p.

o f estd en la clase C! de D si todas las derivadas parciales de f existen
y son funciones continuas en D. Escribimos f € C*(D).

@ Por ejemplo, f(x,y,z) = xe*? + y? es diferenciable en cualquier punto
(%, ).
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