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Limites de funciones.

Definicion:
Seaf:DCR" > Ryseal €R, peR" Diremos que
lim f(x) =1L

X—p
si dado ¢ > 0 existe un § > 0 tal que
If(x)— Ll <e

cuando 0 < ||x — p|| < 0.

@ Esta es la generalizacién natural del concepto de limite en funciones
de una variable a funciones de varias variables. Debemos notar que la
distancia | - | en R es sustituida por la distancia || - || en R").

@ La interpretacién es la misma, i.e., |[x — y| es la distancia de x a y en
R mientras que ||x — y/|| es la distancia de x a y en R".
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Observaciones sobre limites.

@ El limite de una funcién en un punto no siempre existe.
@ Si el limite existe, es tnico.

@ El célculo de limites en varias variables es mds complicado que el
calculo de limites en sélo una variable.
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Mostrando que el limite existe. Los casos faciles

Proposicion (4): Supongamos que f es una funcién del siguiente tipo:
@ Un polinomio, o una funcién exponencial, o una funcién
trigonométrica o un logaritmo, o una funcién irracional o un valor
absoluto.
@ Una composicidén o una combinacién algebraica de las funciones
anteriores.
Sea p un punto en el dominio de . Entonces
lim f(x) = f(p)

X—p
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Ejemplo

Sea f(x,y) = Xy2+ezx_;2;|n(xz+y). Entonces
2 2x—y [ 2
im ) = YT Tl Ay)
(X7y)_>(172) X .y X:17y:2
449 +1In(1+2)
B 2
~ 5+1In3
B 2
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Mostrando la existencia de limite. Dos herramientas utiles.

Los siguientes resultados nos sirven para demostrar que el limite existe.
(Teorema del encaje) Sean f, g, h: R" — R y supongamos que

O g(x) < f(x) < h(x) para todo x en alguna bola abierta centrada en p.
Q limy,p g(x) = limy_,p h(x) = L.
Entonces,
lim f(x) =L

X—p

Proposicidén: Las siguientes desigualdades se cumplen.
O [xy| <3 (x®+y?) <X+ y2%
@ x| = VX2 < /X212
0 lyl=vy2<Vx2+y2
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Ejemplo

Consideremos la funcién

Flx,y) = (x* + y?) cos(ﬁlﬂ) si (x,y) # (0,0),
Y 0 si (x,y) =(0,0)
@ Notemos que para (x,y) # (0,0): cos(ﬁ) <1.

o Asi pues, 0 < |f(x,y)| < x2 +y2

@ En el Teorema del encaje elegimos g(x,y) = 0, h(x,y) = x2 + y2.
@ Tenemos que Iim(, ,)—(0,0) 8(x, ) = lim(, ) —(0,0) h(x,y) = 0.
°

Concluimos que lim(, ,)_(0,0) f(x,y) = 0.
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Ejemplo

4 si (x, 0,0
Consideremos la funcién f(x,y) = N ( y) #(0,0) '
0 Sl (X’ y) = (0’ 0)

o Notar que |xy| < /x2 + y2y/x2 + y2 = x? + y2. Para (x,y) # (0,0):

< Xy < x2+y? — /%2 2
° 0= VxPHy2 | T x24y2 *ty
e Entonces, 0 < |f(x,y)| < /X2 + y2.

En el Teorema del encaje elegimos g(x,y) =0, h(x,y) = v/x2 + y2.
Por la proposicién 4 tenemos que

lim(x.y)—(0,0) 8(X, ¥) = lim(, )5 (0,0) h(x,y) = 0.

Concluimos que lim(, ,)—(0,0) f(x, y) = 0.

(]
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Ejemplo
o si (x, 0,0
Considere la funcién f(x,y) = x24y? (x,¥) #(0,0) .
0 Si (X7y) ey (070)
o Notar que |xy| < /x2 4 y2y/x% 4 y2 = x> + y°. mientras que para

(x,y) # (0,0):
2 2

00| o)< 2t i
@ Por lo tanto, 0 < |[f(x,y)| < y/x% + y2.
@ En el Teorema del encaje elegimos g(x,y) =0, h(x,y) = \/x% + y2.
@ Por la Proposicién 4, tenemos que

lim(x y)—(0,0) 8(x, ¥) = lim(, )5 (0,0) h(x,¥) = 0.
@ Por el Teorema del emparedado, lim(, ,)_,(0,0)|f(x,y)| = 0.

e Como, —|f(x,y)| < f(x,y) <|f(x,y)|, aplicamos otra vez el
Teorema del emparedado para concluir que

im  F(x.y) =0
et o0y ")
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Ejemplo

Considere la funcidn

f(x,y) = { \/>%}/2 S? (o y) # EO’O;

Existe Ifm(ny)_>(070) f(x,y)?
@ Considere las funciones

g(x,y) =0, h(x,y)=+v/x2+y?

@ Tenemos que Iim(, ) (0,0) 8(x, ) = lim(, 0,0y h(x, ) = 0.

Funciones de varias variables. Matematicas para la Economia | 10/1



Ejemplo

@ Por otro lado,

Veii|S T e n

@ Por lo tanto, g(x,y) < |f(x,y)| < h(x,y)

2 2 2 2
|f(x,y)|=i | < Ly

@ Por el Teorema del emparedado, lim(, ,)_,(0,0)|f(x,y)| = 0.

e Y, puesto que, —|f(x,y)| < f(x,y) < |f(x,y)|, aplicamos otra vez el
Teorema del emparedado para concluir que

im  flx.y) =0
ot M0y )
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Algunas herramientas para demostrar que el limite no
existe: Limites iterados

@ Suponga que lim(, ,)_(a,5) f(x,y) = L y que los siguientes limites

lim f(x,y)

X—a

lim f(x,y)
y—b

existen para (x, y) en un disco que contiene (a, b).
@ Definimos las funciones

gi(y) = lim f(x,y) g(x) = lim f(x,y)
X—a y—b

@ Entonces,

lim <I|'m f(x,y)> = lim g>(x) = L

x—a \y—b

lfm (n'm f(x,y)) = lim g1(y) = L

y—b \x—a
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Limites iterados

@ Si sabemos de antemano que el limite existe, podemos usar los limites
iterados para calcular su valor.

e O, si para alguna funcién f(x,y) podemos probar que

lim lim f(x,y) # I|m I|m f(x,y)

X—a y~>

Entonces lim(, ,)_,(a,) f(X, y) no existe.

@ Sin embargo, los limites iterados no se pueden usar para
demostrar que un limite existe.
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Limites iterados . Ejemplo
Considere la funcién,

@ Notar que

@ Pero,

2 si(x,y) #(0,0),
f(x,y) =1 X1y
(o) {o si (x,y) = (0,0).

2
X
l@o}@of(x y)= I|m f(x.0) _lino; =1
)
Jim_ Jim £0xy) = 'mfwyr—ﬂgjfz—l

@ Por lo tanto, el limite

no existe.
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Otras herramientas para demostrar que un limite no existe.
Limites a través de curvas.

Proposicién
Seape DCR"yf:DCR"— R. Considere una curva o : [—¢,e] = D

tal que 0(0) = p o(t) # p cuando t # 0 y lim;_00(t) = p. Suponga,
limx—p f(x) = L. Entonces,

lim f(o(t)) = L

t—0

Funciones de varias variables. Matematicas para la Economia | 15/1




Limites a través de curvas. Ejemplo
Considere la funcién,

X — x2)—?-/y2 i (Xay) # (070)7
fxy) {o si (x,y) = (0,0).

@ Notar que los limites iterados

lim lim f(x,y) = lim 2 0

x—0y—0 x—0 X
0
lim lim f(x,y) = lim — =
yTOXTO (ij) y@O y2 0
coinciden.
@ Pero, si consideramos la curva, o(t) = (t, t), el limite
tll_rzg) f(o(t)) = tll_r;rg) f(t,t)=1Im — ==

no coincide con el valor de los limites iterados.
s e xy .
@ Por lo tanto, el limite lim(, ,y_(0,0) x24y2 MO existe.
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Limites a través de curvas. Ejemplo

Considere la funcidn,
2

f(X y): {X‘):Jr};/2 si (X7y)7é(070)7
) )

0 si (x,y)=(0,0

@ Notar que los limites iterados

lim lim f(x,y) = lim f(x,0) = lim 0 =0

x—0y—0 x—0 x—0 x4

lim lim f(x,y) = I|m f(0,y) = lim % =0

y—0x—0 y=0y
coinciden.
@ Pero, si consideramos la curva, o(t) = (t, t?), el limite
t* 1

lim f(t. t2) = lim f(t. %) = lim —— = =
t'—%(’) XTO(’) t%t4+t4 2

no coincide con el valor de los limites iterados.

s s X2y .
@ Por lo tanto, el limite lim(, ,y_(0,0) xiT,2 ho existe.
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Algebra de limites

Considere dos funciones f, g : D C R"” — R y suponga

lim £(x) = L1, lim g(x) = L2
x—=p

X—p

Entonces,
Q lim,p (f(x) +g(x)) = L1 + Lo.
Q limy,p (f(x) — g(x)) = L1 — Lo.
Q limy,, f(x)g(x) = LiLo.
O Si a € R entonces limy_,, af (x) = al;.
@ Si, ademds, L, # 0, entonces

, f(X) Ll
lim ——x = L
X—p g(x) L2
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