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Formas Cuadraticas.

@ Una froma cuadratica de orden n es una funcién Q : R” — R de la

forma
n
Q(Xl,Xz, - ,xn) = E axix;
para algunos nimeros reales a;; € Ri,j =1,...,n

o Q(x,y,z) = x?> —2xy + 4xz + 6yz + 522

@ En notaciéon matricial,
1 -1

2
Q(X,y,z):(x y z) -1 0 3
2 3 5

N < X
I

= x? — 2xy + 4xz + byz + 52°
@ Hay una tnica manera de asociar a la forma cuadrética una matriz
simétrica.
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o Cada forma cuadritica Q : R” — R, puede escribirse de manera tinica
Q(x) = xAx!" siendo A = A" una matriz simétrica.

@ Observemos que la matriz simétrica
A = (ay)

estd asociada con la forma cuadratica

n
x) = Za;jx,-xj Za,,x +2 Z XiXj

ij=1 1<i<j<n

e Identificaremos la forma cuadrdtica Q(x) = xAx" con la matriz A.
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Clasificaciéon de formas cuadraticas.

Una forma cuadratica Q : R” — R es

O Definida positiva si Q(x) > 0 para cada x € R", x # 0.

@ Definida Negativa si Q(x) < 0 para cada x € R", x # 0.

© Semidefinida positiva si Q(x) > 0 paracada x e R"y Q(x) =0
para algin x # 0.

O Semidefinida negativa si Q(x) <0 paracadax € R"y Q(x) =0
para algin x # 0.

O Indefinida si existe al menos dos vectores x, y € R” tales que
Q(x) >0y Q(y) <0.
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Clasificacién de las formas cuadraticas.

o ] Defiﬂ’ite negative

Defin ite positive

. indefinite

Semidefinite negative

o v
Semidefinite positive
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Ejemplos.

o Qi(x,y,z) = x>+ 3y? + 22 es definida positiva.
° Q(x,y,z) = —2x% — y? es semidefinida negativa.
o Q3(x,y) = —2x% — y? es definida negativa.

o Qi(x,y,z) = x? — y? 4+ 322 es indefinida.

°

Las formas cuadraticas previas son faciles de clasificar porque son
diagonales, i.e.

1 00 -2 0 0
Qe (0 3 0 e 0 -1 0
0 01 0 0 O

o

1 0 0
03@("02 _01> Qs & -1 0
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Clasificacion de formas cuadraticas diagonales.

Proposicién

A 0O 0 -+ O
0 X 0 --- 0

Consideremos la matriz A= | . L . Entonces, la
0 0 0 --- A\,

forma cuadratica Q(x) = xAxt = A1xZ + Aox3 + -+ + Apx2 es
@ definida positiva si y sélo si A\; > 0 para cada i =1,2,...,n;
@ definida negativa si y sélo si A; < 0 para cada i =1,2,...,n;
© semidefinida positiva si y sélo si A\; > 0 para cada i =1,2,...,ny
Ak = 0 para algin k =1,2,... n;
@ semidefinida negativa si y solo si A\; <0 paracadai=1,2,...,ny
Ak = 0 para algin k =1,2,... n;

© indefinida si y sélo si hay algin A\; > 0 y algin \; < 0.

v
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Método de los menores principales. |A| # 0

ail a2 -+ aus
di12 az - a4 e e

o Sea A= ] o ] una matriz simétrica.
din d2p " @nn

@ Los menores principales son
a1l a2 413

D3: d12 a2 az|, ..., Dn:]A|
13 d23 ds3

a1 a2

Dy = a1, D=
’ a1 axm

Y

@ Supongamos que |A| # 0. Entonces,
@ A es definida positiva si y sélo si D; > 0 paracada i=1,2,...,n;
@ A es definida negativa si y sélo si (—1)'D; > 0 para cada
i=12,...,m
© sini (1) ni (2) se cumplen, entones Q es indefinida.
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|
Ejemplo.

@ Consideremos la forma cuadrética
Q(x,y,z) = x* 4+ 2xy — 2xz — 2y? + dyz + 322

@ La matriz asociada es

2 1 -1
1 2 2
-1 2 3
°oD;=2>0, D= i _;‘:—3<0.

@ La forma cuadratica es indefinida.
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|
Ejemplo.

@ Consideremos la forma cuadratica
Q(x,y,z) = 2x* + 2xy + y? + 2yz 4 32°.

La matriz asociada es

O~ N

10
11
1 3

2
1

= =

oD1:2>O,D2:‘ ‘=1>0,D3= =1>0.

O = N
—
w = o

La forma cuadratica es definida positiva.
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Ejemplo.

@ Consideremos la forma cuadratica
Q(x,y,z) = —2x® + 2xy — 3y? + 2yz — 2%,

@ La matriz asociada es

2 1 o0
1 -3 1
1 -1
001:—2<0,02=‘_i _;‘:5>0,
2 1 0
Dy=| 1 -3 1|=-3<0.
0 1 -1

@ La forma cuadratica es definida negativa.
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Menores principales. |A| =0

Proposicién
Sea Q(x) = xAx*' con A simétrica y supongamos que D, =0y
D1 #0,D,#0,...,D,_1 # 0. Entonces A es

@ semidefinida positiva si y sélo si D1, Do, ..., Dy_1 > 0;

@ semidefinida negativa si y sélo si
D <0,D,>0,..., (—1)n_1Dn_1 > 0;

@ e indefinida en otro caso.

e Ejemplo: Sea Q(x,y) = x? + 4xy + 4y2. La matriz asociada es
1 2
2 4

oD1:1>0,D2:‘2 4’:0.

@ la forma cuadrética es semidefinida positiva.
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Otros casos.

@ Consideremos la matriz

o O =
o O O
L O O

Observemos que D; = 1, D, = D3 = 0. Nuestro método anterior no
es aplicable.

@ La forma cuadratica asociada es semidefinida positiva si y sélo si
a > 0 e indefinida si a < 0.

@ Si intercambiamos las variables y y z entonces la matriz asociada se
convierte en

1 00
0 a O
0 00O

ahora si podemos aplicar la proposicidn anterior.
@ Esto se formaliza de la siguiente manera.
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Menores principales.

@ Un menor principal de orden k es el determinante de la submatriz
obtenida borrando las mismas n — k filas y columnas.
a1 d2 a3
o Ejemplo: Sea A| a;x ax ax3
a13 a3 a3
@ Los menores principales de tamafio 2 X 2 y los de 3 x 3 de la matriz

son
axp a . :
22938 sbtenido borrando la fila y columna 1
a23 d33
a1 a . :
19131 5btenido borrando fila y columna 2
a13 433
y
ail a : ,
119121 4btenido borrando fila y columna 3
a1 ax
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Menores Principales.

ail ar ans
Alax ax» a3
a3 a3 a3

@ Los menores principales de tamafio 1 x 1 de A son aj; (obtenidos
borrando filas y columnas 2 y 3), axx(obtenidos borrando filas y
columnas 1y 3) y as3 (obtenido borrando filas y columnas 1y 2).

@ El tnico menor principal 3 x 3 de A es |A].

Proposicién

La proposiciéon se mantiene cierta si reemplazamos la cadena de
menores principales por otras cadenas consistentes en menores
principales centrados.
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Ejemplo.
Ejemplo
Sea

1 20

A=12 4 0

0 01

Tenemos D, = D3 = 0. Consideremos la cadena de menores principales
ax ax 1|4 0] _ _ ]

|as3], 35 a3 | |A]: 1, 0 1= 4y |Al = 0. Asf pues, la forma

cuadratica asociada es semidefinida positiva.
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Nota.

@ Los métodos explicados son especialmente dtiles para matrices
simétricas 2 x 2.

@ Por ejemplo si A es una matriz 2 x 2y |A| < 0, entonces la forma
cuadratica asociada es indefinida.

@ jPor qué?
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