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Universidad Carlos III de Madrid

Departamento de Economia

Examen final de Matematicas para la Economia I. 20 de enero de 2023.

(1) Considere el conjunto
A={(z,y) eR?*:2? —4 <y <4—2?}
y la funcién
fla,y) = 2z —y)°
(a) (10 puntos) Dibuje el conjunto A, su interior y su frontera. Justifique si el conjunto A es abierto,
cerrado, acotado, compacto y/o convexo.
(b) (5 puntos) Enuncie el teorema de Weierstrass. Determine si es posible aplicar el teorema de
Weierstrass a la funcién f(z,y) = (2z — y)® definida en A.
(c¢) (5 puntos) Dibuje las curvas de nivel de f y la direccién de crecimiento de la funcién.
(d) (10 puntos) Utilizando las anteriores curvas de nivel de f, determine (si existe) el minimo global
de f en el conjunto A.

(2) Considere la funcién f(z,vy,2) = 2abyz + ax?® + 2axy + 2ay® + cz? + 3z + y + 152 — 73 definida en R3,
con a,b,c € R, abc # 0.
(a) (8 puntos) Determine para qué valores de a,b, ¢ la funcién es estrictamente convexa. Determine
para qué valores de a, b, ¢ la funcién es estrictamente concava.

(b) (2 puntos) Aplique los resultados anteriores para determinar si el conjunto D = {(z,y,2) € R3 :
—x2 — 22y + 31 — 2y? — dyz + y — 522 + 152 > 0} es convexo.

(3) Considere el sistema de ecuaciones
2ey 4+ 22 = 1
i +z = -1
(a) (5 puntos) Demuestre que el anterior sistema de ecuaciones determina implicitamente una funcién

diferenciable z(x,y) en un entorno del punto (xq, yo,20) = (1,0, —1).
(b) (10 puntos) Calcule

y'(1),2'(1)

(¢) (5 puntos) Calcule el polinomio de Taylor de orden uno de las funciones y(z) y z(z) en el punto
o = 1.

(4) Considere la funcién f(x,y) = —ay +xy> —2xy +4xr —y?> +1, el punto p = (—1,1) y el vector v = (5, 3),
donde a € R.

(a) (5 puntos) Calcule el gradiente y la matriz Hessiana de la funcién f en el punto p. Calcule el
vector u = (ug,u1) con uf + u? = 1 tal que D, f(p) alcanza el valor maximo. Calcule el vector
w = (wp,w1) con wg +wi =1 tal que D, f(p) alcanza el valor minimo.

(b) (5 puntos) Calcule D, f(p). Calcule el valor a sabiendo que v es perpendicular a la curva de nivel
de f que pasa por el punto p. Es decir, v es perpendicular a la curva {(z,y) € R? : f(z,y) = f(p)}-

(¢) (5 puntos) Suponiendo que a = 2, calcule el plano tangente a la grifica de la funcién f en el
punto (p, f(p))-

(d) (5 puntos) Suponiendo que a = 2, calcule la matriz hessiana matrix de la funcién f en el punto
p. Calcule el polinomio de Taylor de segundo orden de la funciéon f en el punto p.
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(5) (10 puntos) Considere la funcién f(x,y) : R® — R y las funciones z(u,v), y(u,v), z(u,v) : R? — R
definidas por
f(z,y,2) = 2%y +x2 y z(u,v) =¢€*, ylu,v) =uwv, z(u,v)=Inv
y considere la composicién h : R? —s R definida por h(u,v) = f(z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Usando la
regla de la cadena calcule

oh oh

—(0,1 —(0,1

8u( 1) av( 1)
(6) Considere la supeficie determinada por la ecuacién

322 4 2y% + 522 = 56

(a) (5 puntos) Escriba la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto p = (—1,2, —3).

(b) (5 puntos) Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta normal a la superficie en el punto
pP= (_17 2a _3)



